MPSI Rendu le lundi 30 septembre 2024

Correction du DM n°1
Calcul de cosinus par radicaux

Partie I : Calcul de cos E
l. 2=1<=7z=¢"5 avecke[—2,2].

2. @ 2—-1=@z-1)(-F+at+b2+c2+dz+1)=2+(a— D)+ (b—a)P +(c—b)?+(1—c)z—1

a—1=0
b—a=0
=93 b0 a=b=c=1
1—c=0
Onmnedmw‘Q@):z4+z3+zz+z+1L
43,2 1 11
(b) Pour tout z € C*, Q(ZZ) =Tz +§ rer =7 +z+1+-+.
Z Z z z

1\? 1 1 1 b a
Ora(z+z> +b<z+z)+c:a<zz+2+z2)+b<z+z)+c:az2+bz+(2a+6)+z+zz
Il suffit donc de prendre a =b =1et2a+c =1 soitc = —1.

1 —1
(€) Z24+Z—-1=0<= A= (\/5)?s0it| Z = — +2\/§ouZ:_|2_\6,
d) 0(z) =0« &;) = 0 car 0 n’est pas solution de I’équation.
z
Z=z+1 1 1+V5 1 —14+V5
(:>{Z2+Z—1:0 <:>z+g— 5 (l)ouz—l—g—#@)
1 5
(1)<:>z2+( +2\f)z+1:o
2 2
= A= L+vs —4:72\6710<0d0ncA: iM
2 4 2
14+54iv/10-2V/5 1+v5—-ivV10-2V5
= 4 =12 ou I=-— 4 =22
1—+/5
(2)<:>z2+( 2f)z+1:o

2 2
= A= (1 _2\6> 4= —2\@:10 < 0donc A= (‘” 10+2‘6>

2
1=V5+iV10-2V5 1=V5-iV10-2V5
" =

= 4 =73 Oou z= 24
Conclusion : ‘Q(Z) =0<=z¢c{z1,22,23,24} ‘
3.0rQ(z) =0 =letz# 1 donc Q(z) =0 <=z {e 5, e 5,5 ,e5 .
2n 4n 4n 2n T
De plus, 0 < 5 < 5 < 5 < 1 donc | cos 5 <0< cos 5 |car cos est strictement décroissante sur [0,7]. cos 5=
cos (n—ém) = —Cos4—7t et sinE —sin(n—ém) —sin4—n
5/ 5 5 5/ 5°

T T T L2t . 4m . . . T
Ooro< 3 < 5 < 5 donc sm? > sm? > 0 | car sin est strictement croissante sur [O, ﬂ
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On en déduit que

2 V5-1  4n T 1+V5 2 V10425 4n  m \/10-2V/5
cos5 =2 7cos5 = COSS_ 7 7sm5 = 1 ,sm5 —sm5— 1

Partie II : Calcul de cos %

h h
1. (a) Si sini = 0 alors 5= mm avec m € 7 soit h = 2mm avec m € 7.

C(a,h) = :;tcos(a—i—kan) = nilcos(a) donc ‘ C(a,h) =ncos(a) ‘

n—1
S(a,h) =Y sin(a+2kmm) = Z sin(a donc‘ a,h) = nsin(a) ‘
k=0

h ,
(b) Si sin 3 £ 0 alors pour tout k € Z, h # 2mn d’ ot e £ 1

n—1 on=1 k 1= inh ]
C(a,h) +1S(a,h) — Z el(ll+k]’l) — ol (elh) — i@ . car e # 1.
k=0 o ”
soit C(a,h)+iS(a,h) = € af ; % _ et Ssllr; i On en déduit en prenant la partie réelle et la partie
e: e 2 —e2 3

imaginaire que :
sin ("2) cos (a+ (n—1)4%)

sin (%)

2. (@ 0<30<506< g donc cos(30) > 0 et cos(50) > 0.

C(a,h) =

cos(110) = —cos(mw— 110) = —cos(66). Comme 0 < 56 < 60 < E,

2
cos(56) —cos(60) > 0 d’ou cos(50) +cos(116) > 0.
On obtient finalement .

on en déduit que cos(56) > cos(60) soit

7
(b) x1+x =) cos((2k+1)8) = C(6,26) avec n = 8.
k=0
sin(80)cos(80)  sin(160)

sin(0) ~ 2sin(0)

On a alors x1 +xp =

1

Or sin(160) = sin(n — 160) = sin(8) donc | x| +x; = 5

(¢) x1x2 = c0s(30)cos(0) +cos(30) cos(98) + cos(30) cos(130) + cos(30) cos(156) + cos(50) cos(0)
+c0s(56) cos(96) + cos(56) cos(136) + cos(50) cos(156) + cos(76) cos(0) + cos(76) cos(96)
+c0s(78) cos(130) 4 cos(76) cos(150) + cos(110) cos(0) + cos(118) cos(98) + cos(116) cos(136)
+cos(116)cos(156)

1
=5 (cos(40) 4 cos(20) +cos(126) + cos(60) + cos(168) + cos(100) + cos(186) + cos(128) + cos(66)

+cos(40) + cos(148) 4 cos(40) +cos(1860) + cos(86) + cos(200) + cos(106) + cos(80) + cos(68)

+c0s(168) + cos(26) + cos(200) + cos(660) + cos(226) + cos(860) + cos(126) + cos(100) 4 cos(200)
+c0s(260) + cos(248) 4 cos(26) + cos(260) + cos(46))
(
)

Comme cos(kB) = —cos(mw —kB) = —cos((17 —k)0), on obtient

1
X1xp = —5(4005(6) +4c0s(30) +4cos(50) +4cos(70) +4cos(90) +4cos(1160) +4cos(130) +4cos(156))

soit x;xy = —2(x] +x2) donc .
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(d) x; et x, sont solutions de I’équation - % —1=0.
allyy \M72d 1-/17 14+ V17
=- = — onc x = oux=— .
4 2 * 4 * 4
1++17 1—+/17
Orx; >0etxix; <0donc|x; = +4 etxy = ) A
3. (a) y1y2 = (cos(30) +cos(50)(cos(76) +cos(116))

(b)

4. cos(8)cos(130) = %(cos(l46) +cos(120)) = —%(cos(%) +cos(50)) = ——

soit

De plus, cos(8) +cos(136) = y3

= %(005(109) +cos(40) + cos(140) + cos(860) + cos(1260) + cos(26) + cos(168) + cos(60))

=— % (cos(70) +cos(130) + cos(36) 4 cos(98) + cos(50) + cos(156) + cos(6) + cos(118))

lx 1 sin(166)
2 2 sin(0)
1
donc|y1y; = —7

y3y4 = (cos(0) + cos(130)(cos(90) + cos(50))

1
=3 (cos(108) 4 cos(80) +cos(160) + cos(140) + cos(220) + cos(46) + cos(260) + cos(260))

=— % (cos(76) +cos(110) + cos(0) +cos(30) + cos(56) + cos(130) + cos(96) + cos(1560))

1 1 sin(168)

7272 sin(8)
donc | y3y4 = —%
Ory1+y2=X1=1 ety3+y4:xz:1_;/ﬁ.
e y| et y, sont solutions de I’équation x> — < ! +4:/ﬁ) xX— % =0.

A:

4 1
Or y; = cos(30) +cos(50) > 0 et y;y2 <0,

1+VU+WB4+%ﬂ7t 1+V17+ V344217
= c = .
8 Y2 8

1\/17) 1

—_—o
4 )%

donc | y;

e y3 et y4 sont solutions de I’équation X2 — (

A= +1

Or y3 = co0s(0) 4 cos(130) = cos(0) — cos(40) > 0 et y3y4 < 0,

1—\/17—|—\/34—2\/17et 1—-V17—+34-2v17
— y4: g
8 8

donc | y3

Y1
2

1+V1741/34+2V/17
cos(0)cos(136) = — 16

1=V17+V/34-2V17
a 8

1++/17 2+1 344217 done 1+\/17+\/34+2\/170 1+V17—+v34+217
- X = ux—= .
6 8 8

2 1—\/17+\/34—2\/17x_ 1 +VI174+ V344217 _
8 16

0

L=VIT\' 32T VT V32V 11T V342017
4 16 B 8 B 8 '

donc cos(0) et cos(130) sont les solutions de I’équation
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De plus, cos(8) > 0 et cos(0) cos(136) > 0 donc cos () est la seule solution positive.
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