MPSI Samedi 7 septembre 2024

Correction du DS n°1.
durée : 3 heures

Question de cours
On montre par 1’absurde que /2 ¢ @Q : voir dans le cours.

Exercice 1

1. P=«VY(a,b,c)eR>(a#betb#c=a#c) »
non P =« 3(a,b,c) ER>*,(a#betb#ceta=c) »
Contraposée de P = « Y(a,b,c) ER?,(a=c=a=boub=c) »
Réciproque de P = « Y(a,b,c) €ER?,(a#c=a#betb#c) »

2. O = « Inm est rationnel ou /2 est irrationnel »
non Q = « InT est irrationnel et v/2 est rationnel »

3. R=«Si2=—2alors (—2)2 =4 »
nonRkR=«2=-2et (—2)2 #4 »
Contraposée de R = « Si (—2)> #4 alors —2 #2 »
Réciproque de R = « Si (—2)?> =4 alors 2 = —2 »

4. S=«siVxeR,(x<a=x<b)alorsa<b »
nonS=«YxeR,(x<a=x<b)eta>b »
Contraposée de S = « sia >balors Ix € R, (x <a et x> b) »
Réciproque de S=« sia<balorsVx e R,(x <a=x<b) »

Exercice 2
1. (a) Sil’équation est vérifiée, onaAUX =B. OrA C AUX donc .
(b) B\A C Bdonc B\A C AUX. Comme B\A ¢ A, on en déduit donc|B\A C X |. Il n’y a pas égalité a priori; en effet

X se décompose sous la forme X = B\AUY avec Y C A.

(c) Réciproquement, posons X = B\AUY avec Y C A.
alorsAUX =AU (B\AUY) =AU(B\A)UY =AU (B\A) =BcarY C A.
Conclusion :
SiA ¢ B, (E;) n’a pas de solution.

SiA C Balors (E|) <= X =B\AUY avecYCA<:>

2. Analyse

Si I’équation est vérifiée, ona ANX =B. Or ANX C A donc .

ANX C X donc . Il n’y a pas égalité a priori; en effet X se décompose sous la forme X = BUY avec Y ¢ A.
Synthese

Posons X = BUY avec Y C A.

Onaalors ANX =AN(BUY)=(ANB)U(ANY)=AUB=BcarY CA=ANY=@etBCA=AUB=B.

Conclusion :
SiB ¢ A, (E2) n’a pas de solution.

Si B C Aalors (E;) <= X =BUY avecY CA <= |X CA\B
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Exercice 3

1. Pourtoutn € Nyonpose;: Z(n)=«F,eNetF, >n».

e AuxrangsOetl: Fp=1donc Fp e NetFy>0. Ff=1donc F; € Net F] > 1

donc Z(0) et Z(1) sont vraies.

e Soit n € N. Supposons & (n) et Z(n+ 1) vraies.

Foio=F,+ F,+ donc F,;» € N d’apres I’hypothese de récurrence.

Deplus, Fpip 2n+n+let2n+12n+2<n>1

On aura donc le cas n = 0 a examiner a part. F> =1+ 1 =2 > 2. On obtient finalement dans tous les cas que & (n+2)
est vraie.

e Conclusion:| Vne N,F, e Net F, >n |

Comme F, > net lim n= 4o, 0onendéduitque| lim F, = +oo
n——+oo n—y+-oo

2. Pourtoutn € N*,onpose: P(n)=«F2—F,_1Fpi1=(—1)"».

e Aurang 1 : Ff — FyF, =12 =2 = —1=(—1)! donc £(1) est vraie.
e Soit n € N*. Supposons #(n) vraie.

Fn2+1 _FnFrH—Z :Fn2+1 _Fn(Fn+Fn+l) :Fn2+1 _FnZ_FnFn+1-

Or Foon=F+F, d’ou Fn2+1 =F b+ Fo by

En remplagant on obtient : Fn2+1 ~FyFyo =F 0 Fy+ Fo1 By — F? —FFoyy = F B — E? = —(—1)" d’apres
I’hypothese de récurrence.

On adonc F2, | — F,Fip = (—1)""! soit 2(n+ 1) est vraie.

e Conclusion : | Vn e H\I*,F,,2 —Fy 1 Fopr = (—1)

n—1
3. Pourtoutn € N*,onpose : Z(n) = « Z P =F,—1»
k=0
0
e Aurang 1 : ZF2k+1 =F =1letFy—1=2—1=1donc Z(1) est vraie.
k=0
e Soit n € N*. Supposons & (n) vraie.

n n—1
Z Forv1 = Z o1+ Fouy1 = Fopy — 1 4 Fp,pq d’apres ’hypothese de récurrence.
k=0 k=0

n
Or Fy, + Fopp1 = Fopgp s0it Z Fopr1 = Fpp0 — 1 donc 9(11 + 1) est vraie.
k=0

n—1
e Conclusion: | )" Fyy1 = Fop — |
k=0

n
4. Pourtoutn € N,onpose: P(n)=«)Y F=Fy—1»
k=0
0
e Aurang0: ) Fr=Fy=1letF,—1=2—1=1donc 2(1)est vraie.
k=0
e Soit n € N*. Supposons & (n) vraie.
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n+1 n
Z F. = Z Fi+F,11 = Fhy2 — 1+ F, 1 d’apres I’hypothese de récurrence.
k=0 k=0
n+1
Or F, 1+ F,» = F,3 soit Z Fy = F,13— 1 donc Z(n+ 1) est vraie.
k=0

n
Z Fe=Fi2—1
k=0

e Conclusion :

Exercice 4
x 4+ my + 2z = 1 L x + my + 2z = 1
(%) x 4+ 2my + 3z = 0 L, — my + Z = —1 Ly<L,—L;
mx + y + 2z = m L3 (1-m?)y + (2-2m)z = 0 L3¢ L3—mL,
x + 2z + my = 1
<~ z + my = -1
20-m)z + (1-m?)y = 0
x + 2z + my = 1
<= z + my = —1
(m—1)2y = 2(1-m) L3+ L3 —2(1—m)Ly
Casl:m=1
x + 2z + y = 1
= 2 L Li—L
) oty = -1 {x + z 1< Li—Ly
0 = 0 ¢t yo=

A (x,y,z) = (_Z+27_Z_ I,Z) :Z<_17_171)+(27_170)

L intersection est donc la droite passant par le point A(2,—1,0) et de vecteur directeur o = (—1,—1,1)

Cas2:m#1
3—m
X=—
1 —2 m
On obtient en remontant le systéme triangulaire (X) <= ¢ y= Tom
—m
m+1
=
m—1

L’intersection est donc le point B,, de coordonnées (

Exercice 5

LE-1=-P=k-DE+k+1)eti®+1=k>— (=13 = (k+1)(k* —k+1).

2. (k+12—(k+1)+1=K+2k+1—k—1+1=k+k+1.
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n n n
; ) [T=1) [T*+k+1) [T(Gk+1)*—(k+1)+1)
3 p _ﬁk —1 fI k k +k+1) k=2 k=2 - (n—l)!k:2
ekl k“ e fI(k+1)fI(k2—k+1)— it 1! 1 —k+1)
k=2 k=2 2 k=2
n+1
(P —0+1)
_ 2 =k __2 (1 1)° — (et 1)+ (produit télescopique)
B ) £ B 1 4—-2+1
n(n+1) H(kz—k+1) n(n+1) +
k=2

On obtient finalement

4, lim P,= lim ——— =
n—l>r—{-loo " n—1>1:|r-1°° 3n(n—|—l

Exercice 6

n n ) n n ) 1— 2 —k+1
1. S, = Z Z 2 = Z (Z 27 ) Z 2k~ (somme des n — k+ 1 premiers termes de la suite géométrique de
4 =\

raison 2 et de premier terme 2.
S Zn: 2/{(2)‘! k+1 1) Zn: (2n+1 2/( Z 2n+1 Z 2k 1 2I’l+1 20 1— 2n+l
k=0 k=0 k=0 1-2

soit| S, =n2""141 I

) {0\ < {
. k<i<n —
douSn—ZZZJ
Jj=0k=
n n—1 )
3. Y = Y (j+D2=
k=1 j=k—1,j=0

n i+1 n ) n n i
=Y Y ' = Zzzl+1+1 Y2+ Y 1=2*Y i2" '+ ndonc| T,=4((n—1)2"+1)+n
i=1k=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Exercice 7

! n—p) (n) (n—p)! " n! _ n!
“\k-pJ\p) (k=p)n—p—k+p)! pln—p)! (k=p)(n—k)!p!
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