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Ex1 Vérifier que les applications suivantes sont linéaires. Déterminer leur matrice dans la base canonique associée puis leur noyau
et leur image :

. R* — R}
1. Soitu:
(xyz) — (x+y+zx—y+z,x+22)
.~ Ro[X] — Ry[X]
2. Soit D : I3 — s p_xp'
Rao[X] —  RslX]
3. Soit@: X
P — P—/ P
0
. . //lz(R) — %2( ) _(1 2>
4. Soit F : M e AM avec A = 34
Ex2
, T 2 . . 1 0 2 . .
1. On note f I’application linéaire de R, [X] dans IR* dont la matrice dans les bases canoniques est 11 1) Déterminer
ker(f) et Im(f).
2 2 -1 -1
2 2 -1 -1 4
2. Onpose A = 11 1 —2 . Montrer que R™ = kerA @ ImA.
1 1 =2 1

Ex3 Soit (A,B) € 4,(C)* et M = ( ﬁ 2 ) € M (C).

1. Montrer que
rg(M) = rg(A) +rg(B—A)

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que M soit inversible.

3. Calculer M~ quand elle existe.

Equations matricielles

Ex4 Soit A une matrice non nulle de .#,(C) et ¢ I’application de .#,(C) dans lui-méme définie par

@(X) = —X + (rX)A

—_—

. A quelle condition ¢ est-elle bijective ? Caractériser (—@) lorsque ¢ n’est pas bijective.

2. Discuter et résoudre, pour B donné dans .#,(C), I’équation ¢(X) = B.

Ex5 Discuter et résoudre, pour B donné dans .#,(C), I’équation XB — BX = I,.
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Ex6 Caractérisation des formes linéaires sur ./, (IK)
Soit f une forme linéaire sur .#,(K). Montrer qu’il existe une matrice unique A € ., () telle que,

VX € 4,(K), f(X) = tr(AX)

Changements de bases

Ex7 Considérons le C-espace vectoriel C3[X]| muni de sa base canonique B et I’endomorphisme u sur C3[X] dont la matrice dans

la base Best A = (a;;) € #4(C) ot a;j = { _(1) :;non lj—il=1

1. Montrer que B’ = (1,X,X(X —1),X(X —1)(X —2)) est une base de Cs3[X].
2. Déterminer les matrices de passage Pg "et Pg/.

3. En déduire les coordonnées d’un polyndme Q et la matrice de u dans la nouvelle base.

Ex8 Soient ii(—1,1,0), ¥(0,1,—1) et
définis par F = vect (i, V) et G = vect(w).

1. Montrerque : R?=F®G.

w(1,1,1) trois vecteurs de R?. On considére F et G les sous-espaces vectoriels de R?

2. Déterminer les matrices IT et £ dans la base canonique de R? de la projection 7t sur F parallelement & G et de la symétrie G par
rapport a F parallelement a G.

3. Veérifier que IT> = ITet X% = I3. Quelle lien y a-t-il entre IT et £?
Interpréter ces résultats au niveau des endomorphismes T et G.

1 1 -1 010
Ex9 Montrer que les matrices A = -3 -3 3 etB = 0 0 O sont semblables.
-2 -2 2 0 00

Ex10 Diagonalisation 1

—1 6 —6
On note A la matrice 3 -8 10
3 -9 11

1. Résoudre, pour tout A € C, le systetme AX = AX d’inconnue X € C3.
2. Onpose &) = (3,1,0),&, = (—1,1,1) et & = (0,1,1). Montrer que (¢},é,,¢3) est une base de C>.
3. Déterminer sans calcul la matrice A’ de I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A dans la base (é,é>,¢3).

4. Calculer (A")" puis A" pour tout n € N.

Ex11 Diagonalisation 2
Soit @ I’endomorphisme de R, [X] défini par ¢(P) = (X>+ 1)P" + (X +1)P’ +P.

1. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique.

2. Résoudre, pour tout A € R, I’équation ¢(P) = AP d’inconnue P € R [X].

3. En déduire une base de R,[X] dans laquelle la matrice de @ est diagonale.
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Calcul de I’inverse

Ex12 Déterminer, lorsque c’est possible, I’inverse des matrices suivantes :

1 0 2 1 —1 0 _1 ? 8 8
() A = 0 0 1 ®mB=|( 1 21 ) C= a
0 —1 1 1 10 0 —a 10
0 0 —a 1
R [X] R, [X]

. . —
Ex13 SoitF: P — P(X+1)
X

1. Montrer que F € .Z(IR,[X]), puis déterminer sa matrice A dans la base canonique.

2. Montrer qu’elle est inversible et calculer A~!.

Ex14 Matrice a diagonale dominante
Soit A = (aj;) € Mn(C) telle que : Vi €[ 1,n], Y |aj| < |aii|. Montrer que A est inversible.

J#i
Calcul du rang
Ex15 Déterminer les rangs des matrices :
234 s L -1
(A= (b) B= -2 0 -3 -1
3 45 6 3 1 5
4 5 6 7
1 1 -1 2 1 1 1 m
a 1 1 1 1 1 m 1
@C=1 1 1 3 -3 D=1 w1 1
4 0 a m 1 1 1
1 | a b b
a ¢ a c b
ab cb ad cd b b. u

Résolution de systémes linéaires

Ex16 Résoudre les systemes suivants a 1’aide du pivot de Gauss

2x+3y—z+t=2

2x+y—z=1 xX1+3x—2x3+x4+x5=1
($1):4 dxt3y+z=3 ($,): ] ZHIvHz=4 (S3): 4 x4+ 31— x3 4+ 3xg + 205 = 3
x—y+z=2 Zx+3y+2z=3 X1+3x—3x3—x4=2
2x+3y=5
X1 +x—3x3=-1 X1 —2x24+x3—x4+x5=0
(S)' 2x1+x —2x3=1 (S) 2x14+x0 —x3+2x4 —3x5 =0
4 X1+x4+x3=3 3 3x1 —2x —x3+x4—2x5 =0
X1 +2x—3x3=1 2x1 —5xp +x3 —2x4+2x5 =0

Ex17 Résoudre en fonction des parametres o et p les systémes suivants :
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x+ytoz=a px+py+dz=1
(Za):q x+oy+z=>b (£,):< 2x+y+pz=1
ox+y+tz=c x+y+z=0

Equations linéaires (révisions)

Ex18 EDL1

1. Résoudre sur ]0, 1[ I’équation différentielle xy’ — y = 2x° In?(x).

2. Résoudre sur |—1,1[ I’équation différentielle /1 —x2y’ —y = 1.

Ex19 EDL2

1. Résoudre I’équation différentielle y” —y = e* cos(2x).

2. Résoudre I’équation différentielle y” +y = 3x avec y(0) = 1 et y’(0) = 2 sachant qu’il existe une solution particuliére de la

forme x — ax* + bx+c.

3. Résoudre I’équation différentielle y” — 4y’ 44y = 2¢** +4 avec y(0) = y'(0) = 1.

Ex20 Récurrence linéaire d’ordre 2

u
1. Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,,) définie par up = 1,u; =2 et u,4o = ntl

n

I/ls.

2. Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définie par ug = u; = 3 et duyo = 12u,11 — Yuy,.

3. Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définie par ug = 1,u; = —1 et 2up12 = Up+1 — Up.

4. Déterminer la suite u solution de la récurrence linéaire : Vn € N, w12 = 2u;, 1 + 8u, + 9n? avec ug = 0 et u; = 1 sachant qu’il

existe une solution particuliere de la forme (an® 4 bn+ c),.

Ex21 Polynomes interpolateur de Lagrange

. ~ . . T .
1. Déterminer le polyndme interpolateur de Lagrange de f : x — sin T aux points 0,...,4.

2. Onnote Ly,...,L, les polyndmes de Lagrange de 1,...,n.

(a) Pour tout k €[ 1,n ], exprimer le coefficient dominant de L; au moyen de factorielles.
(b) Exprimer de deux maniéres 1’unique polyndme P € R, [X] pour lequel P(k) = k"~ pour tout
ke[1,n].

n
(c) En déduire une expression simplifiée de Z (Z) (—1)" kg,
k=0
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