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Corrigé du DS n°3.
Durée : 2 heures

Question de cours

Pour tout entier n on a . .
Lo = [¢f sin(¢) sin?(¢) dt = [y sin"(¢)(1 — cos?(¢))dt = I, — [ cos(¢)sin"(t) cos(t) dt

i

son+l b T
=1I,—( Smnil(t) cos(t) ; + n—}rl Jo sin""2(¢) dt) . Puisque cos(%) = 0 et sin(3 ) = 0, le crochet est nul, on obtient ainsi

Lo =1, — nj—lln
et donc |
(1+ mlnﬂ) =1,
ie.
z 1 ? w2 = In
finalement
Ly = Zi;ln

Question indépendantes

1. Arccos (cos(12%)) = Arccos (cos(12 + 3T)) = Arccos (cos(30m+ 2F)) Puisque cosinus est 27t-périodique et que 30
est un multlple de 27, on obtient Arccos (cos(2F)), or 0 < 2F < 1 donc Arccos (cos(2F)) = 3F

2. Montrons que 2 Arccos ( 4) Arccos §.
D’une part on a cos(2 Arccos 2) = 2cos?(2Arccos 2 ) —1=2x (3)2—1=1 — 1= 2 = 1, mais cela n’est pas suffisant
pour que cet angle soit bien Arccos (8) il reste encore a prouver qu’il s aglt bien d’un angle entre O et 7.
Puisque 0 < 2 < 1 et que arccosinus est décoirssante, on a Arccos (0) > Arccos (2) > Arccos (1) i.e. ¥ > Arccos(2) >
0 cela prouve blen que 0 < 2 Arccos ( ) < m, et puisque son cosinus vaut l on en déduit que

1
2Arccos(%) = Arccos(g)

3. Lapplication
R - R
f: x +— sin(x)
n’est pas injective puisque sin(0) = sin(z) (car ces deux valeurs sont nulles).
De plus, 2 n’a pas d’antécédent par f puisque f est majorée par 1, donc f n’est pas surjective.

{ R? — R2
£l (xy) = (r+yx—)

4. Lapplication

est-elle injective ? Surjective ?
Soit (a,b) € R?, on cherche un couple (x,y) € R? qui soit un antécédent par g de (a,b) :

X + =da X + =a X = M
g0ey) = (ab) & o 107 S

x—y:b L2(—L2 2y b a y_L
Ainsi, tout couple de R? admet exactement un antécédent par g, cela prouve qu’elle est bijective (donc injective et
surjective)
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5.

. R - R
So1tf:{x Ly 2

1.

L’ application

est-elle injective ? Surjective ? (il faut justifier)

On a h(1) = h(j) puisque j> = 1, donc & n’est pas injective.

D’autre part, on sait que chaque complexe non nul admet exactement trois racines cubiques dans C (en effet, le com-
. ) 042 - 0+4 . .

plexe z = re’® admet les antécédents \/re's, J/re’ S et rel 3 ) etle complexe 0 en admet un, donc % est surjective.

. Montrons que pour tout x € R, Arctanx+ 2 Arctan (\/ 1+x%— x) =z

R—R

x — Arctanx + 2 Arctan (\/ 1+x2— x)
x% > 0 et que arctangente est définie sur R. Elle y est de plus dérivable en tant que somme d’une fonction dérivable avec

On introduit f : { : elle est bien définie sur R puisque pour tout réel x, 1 +

{ . - 1y — 1 1 1 1
une composée de fonctions dérivables. On a pour toutx € R, f'(x) = 1 = t2 ((2 X 2x % e 1)) ) donc
/ _ 1 x 1 _ 1 x—V1+x2 1 _ 1 x—v1+x2
f'x) = 1+x2 +2 (( 142 1)) 112422 —2xV/ 1422~ 142 +2( 142 ) 24202 2xV/1422 142 t V12 (1422 —xv14a2)

Or x—V 1422 _ x—V1+x2 _ x—V/1+x2 _ 1
V142 (1422 —xv/1+4x2) V1422 (14x%) —x(14x2) (l+x2)( 1+x27x) 142
de f est nulle sur IR qui est un intervalle, on en déduit que f y est constante. Donc pour tout réel x on a

Cela donne donc f’(x) = 0. Puisque la dérivée

f(x) = f(0) = Arctan (0) +2 Arctan (1) = 2% =—.

Exercice 1

14-x2

On fait I’étude de la fonciton : comme le dénominateur ne s’annule pas sur R, f est dérivable sur R et Vx € R on a

fl(x) = Z(IJET?;?XZX = ?1(:;;) donc est du méme signe que 1 —x°.
X |—oo —1 1 o0
1(x) - 0 + 0 —

/ 0\_1/1\0

En utilisant le TVI, on obtient que 1 admet un antécédent sur I'intervalle [—1,1] et un autre sur [1,+oo[, donc f n’est
pas injective.
Par ailleurs, f est majorée par 1, donc 2 n’admet pas d’antécédent : f n’est donc pas surjective.

f(10:3]) = £(0: DU A([1:3]) = [£(0)s £ (D]UIFB)s f(1)] = [0 1]ULF(3): 1] = [031]

. En utilisant le théoréme de la bijection sur I’intervalle [—1;1] pour la fonction f qui y est continue et strictement

croissante, on obtient que f([—1;1]) est un intervalle, qui est encore [—1;1] et que f réalise une bijection de [—1;1]
vers [—1;1].
2x

1+x2
y = 0 (et dans ce cas I’'unique solution est 0). Siy # 0 alors A =4 —4y?> = 4(1 —y?) > 0 car y € [-1;1]. et les deux

+/4(1-y?)  1£4/1-)?
o y

2y

Soit y € [—1;1] on résout f(x) =y < =y & yx? — 2x +y il s’agit d’une équation du second degré SAUF lorque

. 2 . . .
solutions sont . Parmi ces deux solutions, une seule a une valeur absolue plus petite que 1 (et
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fait donc partie de [—1; 1]) et I’autre a une valeur absolue supérieure strictement a 1. Or parmi les deux valeurs obtenus,
on sait que

ey [V

| B ly|

14+ /1—y?

Y

1—+/1—y?

y

donc parmi les deux solutions, celle dont la valeur absolue est la plus petite est celle avec le symbole -. On a donc
_ 1—/1-)2 _
Wy e [~ LIN{0} /7 () = S et 1 (0) = 0

5. Déterminons ffl([—%, %]) pour cela, trouvons les 2 antécédents de % D’apres le calcul précédent, % admet deux

1L 1
antécédents : 11 Gy <t 11 Gy ire. 2 (1 + \/g) =24 +/3 D’apres le tableau de variation, f ne prend des
3 2

valeurs supérieures strictement a % qu’entre ces deux valeurs, donc f(x) < % Sxe } —00,2 — \@] U [2 +4/3, 400 [

Par imparité de la fonction, on obtient f(x) > —% Sxe } —oo, —2 — \@} U [—2+\@, o0 [
Etdonc f(x) € [—1,1] & x € (]—e0, 2= V3] U [24 V3,4 ) N (] —=.2= V3] U [2+ V3, o)
FU-5A) =] 2= V3] U [-2+V3,2= V3] U [2+ V3, 4o

Ainsi,

Exercice 2

1. [=] Vy € E, on cherche x € E tel que y = f(x).
Or f(y) = f(f(f(y))) doncy = f(f(y)) car f est injective sur E.

11 suffit donc de poser x = f(y) € E, donc| f est surjective de E dans E.

[<=] ¥(x1,x2) € E? tels que f(x1) = f(x2).

Comme f est surjective de E dans E, 3(0t;,0) € E?,x; = f(0t) et xo = f(00)

et I(B1,B2) € E2, 0 = f(B1) et oy = f(Ba2)

Finalement f(x1) = £(¥2) — £(F(f(B1))) = F(/(£(B2))) = F(B1) = F(B2) —> 0 = ta

= f(ou) = f(op) = x1 =x

Donc| festinjective sur E .

2. e Injectivité de f
V(xl,xz) EEZ,
fx1)=f(x) = (fogof)(x1)=(fogof)(xs) =>x1 =xp car fogo f estinjective sur E.

e Surjectivité de f
Vye F,da€ E,y=(fogof)(a) car fogo f estsurjective de E dans E.
d’ouy = f(g(f(a))) = f(x) enposantx=g(f(a)) €E.

eDeplus, g = f'o(fogof)of ! donc g est une bijection de E dans E par composition de bijections.

Conclusion : | f et g sont bijectives de E dans E |
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Exercice 3

Soit g la fonction définie par

g(x) = Arcsin (&%)

Le but de cet exercice est d’obtenir une expression simplifiée de la fonction g.

T T

1. Vue } ~53 [,f(u) = g(tan(u)) = Arcsin (\@%) = Arcsin (
_ Arcsin <|cos(u)| (I—Han(u)))

cos?(u)(1+tan(u)) )

V2

T T V2
OrVu e } ~35 [, cos(u) > 0 donc |cos(u)| = cos(u)
soit Vue]—g,g[,f(u):Arcsin (sm(u)—k\/icos(u))
T T 1 1 T
2. De lus,Vue}——,—[,sin u)+cos(u =\f2<—sin u)+ ——=cos(u ) :\@sin(ujt—)
p 35 [ sin()-+ cos(u) = V2 sin(u) + = cos(u) :
d’ou, | Vu 6}—%,%[,]‘@) = Arcsin (sin (M—Fg))
oSi—g<u<galors—g<u—|—§<getf(u):LH—Epardéﬁnitiondelafonctionarcsin.
Sin< <nalorsn< +n<3netn<n <+7t><7t
°Si— o o T2t D _ o b
g SUS IR ST S ST ) ) X
donc f(u) = Arcsin (sin (u—l—E)) = Arcsin (sin (n— (u+E>)) =T— (u—l—g) =T L
4 4 4) " 4
+ si J1:< <Tl3
u+ — ——<u< -~
Conclusion : | f(u) =< 31 4 n2 n4
Z—u si1<u<§
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