MPSI A rendre pour le 26/10/26

Corrigé du devoir maison n°2
Exercice 1

Démontrer la formule | | |
T
Arctan 3 + Arctan 3 + Arctan 3 = 1
Exercice 1
1 1 1
Posons A = Arctan 3 + Arctan — + Arctan —.

5 8
1 1 1 1 +tan (Arctan i + Arctan {
Alors tan(A) = tan (Arctan 5+ (Arctan 5 + Arctan 7>) =2 ( 2 5)

8

o 1- %fan (IArctan% + Arctan %)

1 1 =+g 1 5+3 L
Or, tan (Arctanf + Arctanf) = % = —doutan(A) = —2 T 3 r=1=tan—
Donc A = T +km, avec k € Z
11 1 1 1 b . .
73 et — sont dans ]0, 1[ donc Arctan ok Arctan 3 et Arctan 3 sont dans } 0, 1 { comme arctan est strictement croissante sur R.

3n T 3n 1 1

Dou, 0 <A< T soit 0 < Z+kn< Z{:}_Z <k< 7 Comme k € Z,onak=0.

1 1 1 =
Conclusion : | Arctan 5 + Arctan — + Arctan — =

5 8 4

Exercice 2

1 —
Vx €10,1], 2 Arctany/ x+Arcsin(2x—1):g
X

Exercice 2

Démontrer la formule suivante

1—
Soit f la fonction définie par f(x) = 2 Arctan 1/ “—% 4 Arcsin (2x—1).
X

1—
o f est définie ssix # 0 et a >0et2x—1€[—1,1]ssi| x€]0,1]
x

f est continue sur ]0, 1] car x — 4/x, arctan et arcsin sont continues sur leurs ensembles de définition.

x#o

1—

e Etude de la dérivabilité : x — /x est dérivable sur |0, +oo[ donc x — 1/ % est dérivable ssi
x

= x#1.
De méme, arcsin est dérivable sur |—1,1[ donc x — Arcsin (2x — 1) est dérivable ssi2x— 1 £ 0et 2x— 1 # —1
<~ x#letx#0.
On en déduit alors que f est dérivable sur 0, 1] et pour tout x € ]0, 1],
1 [—x—(1-x)] 1 1 1 11 1
’xzzxf{ } X FLX Y= X X+
f) 2 JE I -1y 2 [ V(1 —x)

2

1/ x 1
dot f'(x) = —— + =0, donc f est constante sur |0, 1] et par continuité sur |0, 1.
Pour tout x € ]0,1], f(x) = f(1) =2 Arctan (0) + Arcsin (1) = g

1- T
Conclusion : | Pour toutx € ]0,1], 2 Arctan 4/ ~ + Arcsin 2x—1)= 5
x

Probléme

On appelle cotangente hyperbolique la fonction coth définie par
e)C +e*x

ex _ efx

coth (x) =
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Probléme
I. Etude de coth

1. Continuité et limites

(a) coth est définie ssi e #e*. Ore’ =e ¥ <= > =1 <= x=0.

Donc coth est définie ssix #0Qet| D =]—c0,0[U]0,+oo]

coth est dérivable et donc continue sur D par composition de fonctions dérivables sur D.

—X X
(b) D est symétrique par rapport a 0 et pour tout x € D, coth(—x) = e_x a ex = —coth (x) donc
er—e
coth est impaire I
e (1 —|—e_2") l4+e e (ez" + l) X 41
(c) Pour tout x € D, coth(x) = (e ) = o et coth(x) = (1) =
1 —2x
(d) o lim coth(x) = lim — < —1car lim e 2¥=0.
X—>+oo x4 | — e 2 X—r+oo
La droite (A) d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la courbe en +oo.
2x
1
e lim coth(x) = lim 62 L —lcar lim ¢ =0.
X—y—o0 X—>o0 @& — X—y—o0
La droite (A’) d’équation y = —1 est asymptote horizontale 2 la courbe en —oo.
1 —2x
e lim coth(x) = lim te 5. = toocar lim (1 - e_zx) =07 care > < 1 pourx > 0.
x—0t a0t T —e ¥ x—0+t
1+e—2x

: _ 1 __ : _ 2 - —2x
xgm_ coth (x) = xlgél_ i oo car xgrg_ (1 e ) =0 care > 1 pourx < 0.
L’axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe en 0.

2. Etude des variations

4

(a) Pour tout x € D, coth’(x) = ooy <0
(b) Tableau de variations
X —oo 0 +o0

coth’(x) - -

+oco
\1

-1
coth \ —o0

(¢c) Courbes €] et 6> :
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X=- =X

| c y

>
y=1

1

C2

| | | 1 0 1 2 3

1

-2 x=1

ILI. Etude de argcoth

1. Existence et continuité

(a) coth est continue et strictement décroissante sur |—oo, 0] et ]0, 4-oo[, ¢’est donc une bijection de | —oo, 0] dans |—eo, —1[ et
de ]0,+oo[ dans |1, +oo[. Elle admet donc une bijection réciproque de |—oo, —1[ dans |—oo, 0] et de |1, +oo[ dans |0, +oo]

notée argcoth. Cette fonction est donc définie de dans R*.

(b) D’apres le théoreme de la bijection, | argcoth est continue sur £ .

Montrons que argcoth est impaire : remarquons d’abord que E est centré en 0.
Pour tout x € E, il existe y € R* tel que x = coth (y) <= y = Argcoth (x).
d’ott Argcoth (—x) = Argcoth (—coth(y)) = Argcoth (coth (—y)) comme coth est impaire

soit Argcoth (—x) = —y = — Argcoth (x). Donc| argcoth est impaire

2. Etude des variations

(a) coth est dérivable sur D et coth’ < 0 sur D donc| argcoth est dérivable sur E I
X —x\2 4
(b) Pour toutx € D, 1 — coth?(x) = 1 — Eex+e—x§2 = e donc| coth’ =1 — coth? I
e —e e —e

1 1
De plus, pour tout x € E, Argcoth’(x) = =
e plus, pour tout x rgcoth’(x) coth’( Argcoth (x)) 1— coch(Argcoth (x))

donc

(c) Pour tout x € E, Argcoth’(x) =

2 < 0 donc| argcoth est décroissante sur |—co, —1[ et |1, 4-o0[
—X

lim Argcoth(x) =0

X——o0

lim Argcoth (x) = —co

x——1"
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De méme, on obtient que| lim Argcoth(x) =0 lim Argcoth (x) = +oo
X—r+o0 x—17t

%> présente donc deux asymptotes verticales d’équation x = 1 et x = —1 et I’axe des abscisses comme asymptote hori-
zontale.

(e) Tableau de variations

X —o0 —11 +oo

argcoth’(x) - -

argcoth —oo

Les courbes %) et %, sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

3. Formulation logarithmique

2x
1
Pour tout x € D, y = coth(x) <=y = 62x+1 = (y—1)=y+1
e2x _
1
== H—l >0 car|y| = |coth(x)| > 1
y—

1 1
< x=-In (yi) .

2 y—1
Comme { )yc Zlc)oth(x) { § : EA rgcoth (7) , on en déduit par unicité de la fonction réciproque de coth que

1 1
pour tout x € E, Argcoth (x) = Eln ()H_ 1)
X—
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