Semaine 5 : du 29 septembre au 3 octobre

MPSI

Colle 5 : Nombres complexes et trigonométrie.

Preuves a connaitre

,—[Proposition 1 Propriétés}

1 +n=2+22 o(Z1) =12

-_— 21 1

071 X2 =21 X22 0<—> ::pourtoutZQ;éO
22 22

\.

,—[Proposition 2 Inégalité triangulaire

—

21| = |z2] <21+ 22| < |z1] + 22|

sizy # 0, on aégalité ssi I € RT, zp = Azy

z(ﬂ

Proposition 3 Démontrer a partir de la définition de e
Pour tout ® € R, tout 8’ € R, tout n € Z,

. .0/ . / 1 . —_— . . n
00 % o0 — 61(94-9) —=e B _ ,if et om0 — (eze) )
e

,—[Proposition 4 Formules de transformation de somme en produit}

cosp+cosqg = 2cos(p;q)cos(p2q) cos p —cosq = 2sin(4F) sin(p—;”f)
sinp + sing = 2sin(254) cos(254) sinp —sing = 2sin(252) cos(254)

\.

N

r—[Exercice 1 Linéarisation Y

Linéariser cos*(0).

N

r—[Exercice 2 Délinéarisation
Exprimer sin(50) sous le forme d’un polyndme en sin®

\.

,—[Proposition 5 Calcul de sommes}

n
Soit 6 € ]0,2x], calculer Sy ( Z cos(kB).
k=0
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,—[Proposition 6 Proposition (Arguments et opérations)] \
Y(z,7") € (C*)?,Vne Z
earg(zz')= arg(z) +arg(z’) [2m]| earg (§> = arg(z) —arg(z') [27]
oarg< ):arg 27| earg(7)= —arg(z) [27]
o arg(—z)= n-+arg(z) [27]

earg(7")=narg(z) [27]

Proposition 7 Recherche des racines carrées (Méthode exponentielle)} N

Si a # 0, on met a et z sous forme trigonométrique et on aboutit au systeme

|Z’ =V |Cl’ l.arg(a)

2
F=a+= arg(a) = z7="1/|ale' >
arg(z) = €% [x]
,—[Exercice 3 Recherche des racines carrées (Méthode algébrique)j N

Trouver les racines carrés de —16 + 30i. Indication 2 donner : calculer 172

\. J

,—[Proposition 8 TrindOme cas complexe} \

Soient a, b et c trois complexes avec a # 0. On considere I’équation
(*) az?+bz+c=0
On pose A = b? — 4ac = & (3 étant une racine carrée de A) appelé discriminant de I’équation.

e Si A # 0, (%) admet deux solutions distinctes : %fﬁ e Si A =0, (%) admet une solution double —%

\. J

,—[Proposition 9 Relations coefﬁcients—racines} .
. . : b c
z1 et 7o sont solutions de az? +bz+c¢ =0 si et seulement siz; +20 = —— et 7120 = —
a a

Autrement dit toute équation de degré 2 s’écrit sous la forme
2 _
7"—01z2+02=0

ou est 61 la somme des solutions et G, leur produit.

— Définition 1 .
Soit n € N*. On note U, I’ensemble des racines n-¢mes de 1’unité c’est-a-dire I’ensemble des complexes z qui
vérifient 7" = 1. - -

IKTU L.

U,={z€eCl|"=1}={en ;keZ}={en ,ke[0,n—1]}

étre capable de déterminer les ensembles U;, U, Us et Uy en les décrivant a ’aide de 1,i et j.
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A savoir faire

O Utiliser la formule de Moivre pour transformer une expression de la forme cos(n6) ou sin(n6) en un polyndme

en cos 0 ou sin 0.

O Utiliser les formules d’Euler pour linéariser une expression de la forme cos¥(0) ou sin®(8)

L] Calculs élémentaires avec des complexes : additions, produits et quotients sous forme algébrique, produits,
quotients et puissances sous forme trigonométrique, passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique

et réciproquement.

Le programme officiel

Nombres complexes

L’objectif de cette section, que I’on illustrera par de nombreuses figures, est de donner une solide pratique des

nombres complexes, a travers les aspects suivants :

* [’étude algébrique du corps C et la notion d’équation algébrique ;

* l'interprétation géométrique des nombres complexes et ['utilisation des nombres complexes en géométrie

plane ;

* ’exponentielle complexe et ses applications a la trigonométrie.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Nombres complexes

Parties réelle et imaginaire.
Opérations sur les nombres complexes.

n
Breve extension du calcul de Z xk, de la factorisation
k=0
de a"" — b", de la formule du bindme.

Point du plan associé a un nombre complexe, affixe
d’un point, affixe d’un vecteur.

La construction de C est hors programme.

On identifie C au plan usuel muni d’un repere or-
thonormé direct (« plan complexe »).

b) Conjugaison et module

Conjugaison, compatibilité avec les opérations.
Module.

Relation |z|?> = zZ, module d’un produit, d’un quotient.
Inégalité triangulaire, cas d’égalité.

Image du conjugué dans le plan complexe.
Interprétation géométrique de |z — 7|, cercles et disques.

¢) Nombres complexes de module 1 et trigonométrie

Identification du cercle trigonométrique et de
I’ensemble des nombres complexes de module 1.
Définition de e” pour ¢ € R.
Exponentielle d’une somme.

Notation U.
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CONTENUS

Formules d’Euler. Technique de 1’angle moitié : factori-
sationde 1 £ e, de e’ £+ e¥.

Formule de Moivre.

CAPACITES & COMMENTAIRES

Les étudiants doivent savoir retrouver les formules don-
nant cos(p) £ cos(q), sin(p) +sin(g).

n n
Linéarisation, calcul de Z cos(kt) et de Z sin(kt).
k=0 k=0
Les étudiants doivent savoir retrouver les expressions
de cos(nt) et sin(nt) en fonction de cost et sint.

d) Forme trigonométrique

Forme trigonométrique re® (+ > 0) d’un nombre com-
plexe non nul. Arguments. Arguments d’un produit,
d’un quotient.

g) Exponentielle complexe

Définition de e* pour z complexe: e* = e K@) ¢B3(),

Exponentielle d’une somme.

Pour tous z et 7 dans C, exp(z) = exp(Z) si et seule-
ment si z— 7’ € 2BnZ.

Résolution de 1I’équation exp(z) = a.

Notations exp(z), e°. Module et arguments de e*.
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