MPSI Samedi 5 septembre 2026

Corrigé du DS n°1.

Durée : 3 heures

Question de cours

n n
Soit n € N, rappelez (sans démonstration) la valeur des quantités Y. ket ¥ k*
k=1 k=1

Z 1 . », v CEN .
Enoncez la formule permettant de calculer Y, K3, puis démontrez ce résultat (de la maniere de votre choix).
k=1

Proche du cours

1. Résoudre 1’équation 2x+ 3 = |[x+ 1| d’inconnue x € R. Cas o x+1 > 0i.e. x > —1 dans ce cas, x est solution si et
seulement si 2x+ 3 = x+ 1 ce qui revient a x = —2 puisque —2 < —1 cela n’est pas une solution
Cas x < —1 dans ce cas x est solution si et seulement si 2x+3 = —x — 1 ce qui revient a 3x+4 =0 donc a x = —
puisque —% < 1 cela donne bien une solution Conclusion § = {—%

Wl

2. Soit (u,),,cy 1a suite définie par :
up=2, uy =5, PourtoutneN, wu, > =>5u,+1—6u,

Montrer que : Pour toutn € N, u, =2" 43"

Pour tout entier n on définit P (n) : "u, = 2" + 3"

Initialisation Pour 7 =0 on a 2° +3% = 141 =2 or g = 2 donc on obtient ?(0)
Pourn=1ona2!'+3'=2+3=50ru; =5 donc on obtient P(1)

Hérédité Soit n € N, on suppose P(n) et P(n+1).

ALOTS tys = Sttp1 — Gty = 5(27F 4371 —6(27 +37) =5 x 2x2+5x3x 3 —6x2"—6x3" = (10— 6) x 2" +
(15—6) x 3" Comme 10 —6 =4 = 2% et 15— 6 = 9 = 32 on obtient bien

Upin = 2n+2 + 3n+2

ce qui prouve P(n+2)
Conclusion on a Vn € N u,, = 2" 4+ 3".

3. Soit n € N*. Alors

n n n 1
Z(Zk—l)zZZk—le2n<n2+ () —n (1 —1) =
k=1 k=1 k=1

4. Soitn € N*,
nk+4 1 ( 1)
A=Tl— et B,=[](1-=
S VR {15

On reconnait un produit télescopique et donc A,, = %

Pour le second calcul, on a

donc
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Exercice 1 : une équation fonctionnelle

Le but de I’exercice est de déterminer toutes les fonctions f définies sur R et qui vérifient 1I’équation :

(E) ¥(xy) €R?  fx)f(y)—flxy) =x+y
1. Un raisonnement par Analyse-Synthese
2. Soit f une fonction vérifiant 1’équation (E).

(a) En prenant x =y = 0 on obtient £(0)? — £(0) = 01i.e. £(0)(f(0)—1) =0, ainsi les deux seules valeurs possibles
pour f(0) sontO et 1.

(b) On suppose que f(0) =0. En prenant x =0et y =1 on obtient 0 x f(1) — f(0) =0+1ie. 0=1

(c) Onsuppose que f(0) # 0. On adonc f(0) = 1 Pour tout réel x, on a alors en prenant y =0, f(x) f(0) — f(0) =x+0
ie. f(x)=x+1

3. Dans I’analyse, nous avons vu que si f est solution alors f : x+— x+1
Synthese avec f:x+ x+ 1 onaV(x,y) € R?,

FOfO) = fy) =@+ +1) = (y+1) =xy+x+y+1-xy—1=x+y

ainsi cette fonction est bien solution de 1’équation fonctionnelle.
Conclusion I’'unique fonction solution du probléme est a fonction

f.{IR—> R
“lx = x+1

Exercice 2 : logique

1. (a) festsurjectivedel versJ:VyeJ,dxe€l,y= f(x) Négation: Jy € J,Vx € I,y # f(x)

(b) festcontinueenaecl:Ve>0,In>0Vxel, |x—a|<n=|f(x)—f(a)| <€
Négation : 3¢ > 0,Yn > 0,3Ix € I,|x—a| <met |f(x)— f(a)| > €

(c) festbornéesur/:3IM >0,Vx € l,|f(x)| <M. Négation: VM > 0,3x € I,|f(x)| >M

2. Ecrire la négation, la contraposée et la réciproque de I’implication
V(xy) €1, (f(x) = f(y) = x =)
Négation : f(x) = f(y) et x # y Contraposée : x #y = f(x) # f(y) Réciproque : x =y = f(x) = f(y)
3. Exprimer a I’aide de quantificateurs les assertions suivantes

(a) La fonction f s’annule sur 'intervalle 7 : Ix € I, f(x) =0
(b) La fonction f est la fonction nulle. Vx € I, f(x) =0

(c) f n’est pas une fonction constante. 3(x,y) € I?/f(x) # f(y). Remarque : il y a une autre possibilité qui est :
VCeR,Ixel/f(x) #1
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Exercice 3 : Systeme a parameétre

Soit @ € R un parametre.

x F2y —z =1 L2<—4T2’—L1 X +2y -2 =1 = X +2y —Z =1

x 42y H4az =2 L3+ L3—2L; (a+1)z =1 L+ L3 (a—4)y +4z =1

2x H4ay +2z =3 (a—4)y +4z =1 (a+1)z =1
Les valeurs a = 4 et a = —1 sont les deux seules pour lesquelles le systeme n’est pas de Cramer

Cas général : a € R\ {—1;4} Dans ce cas le systéme admet une unique solutoin car il équivaut a

_ _ 2a—6 a—4  _ a®-3a—4-2a+6+a—4 _ a>—4a—2
x o= 1=2yt+z=1- (a+1)(a—4) + (4(1—4 (a+1) — a?—3a—4 T a’-3a—4
—_ -1 _ a—3
y = a—4 — (a+1)(a—4)
_ 1
2 a+1
_ a*—4a=2. a=3 . 1
donc § = {(a273a74’ a?—3a—4" ﬁ)} )
Cas a =4 Dans ce cas le systeme équivaut a
x 42y -z =1
0 =1
(a+1)z =1

et n’a donc aucune solution puisque la deuxiéme ligne est une condition d’incompatibilité. Dans ce cas on a donc

S=9

Cas a = —1 Dans ce cas le systeme équivaut a
x  +2y -z =1
(a—4)y =
et n’a donc aucune solution puisque la deuxiéme ligne est une condition d’incompatibilité. Dans ce cas encore
S=9

Exercice 4 : Sommes et produit.

. cyn—1 (pti 1y
1. Soit p € N Pour n € N*, on note H (n) : ¥.\"", (f’p ) = (Z!l’)
Initialisation : pour n = 1, on a d’une part

"I ()= () =1
- D’autre part: (gii) -1 cela prouve H (1)

Hérédité: soit n € N*, on suppose ¢ (n). O. a :

2(7)-(0) ()
D'apres

H(n)
——

_(ptn n p+n _ p+n+1
o p +1 p Form;le de p+ 1
Pascal
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Conclusion: Vn € N*, .77 (n) est vraie i.e

2. Soitn,p € N*, on a

Donc
£t ,,,X( >_ pix o)
1l (p+D)i(n—1)!
d’apres la question 1, puis
n p—1 1 |
p+n)!
ZHH—J ><( )'
p+1  (n—1)!

Exercice 5 : Sommes

non n noo 17271 —k+1
1. S, = Z Z 2/ = Z Z 2/ Z k= (sommedesn—k+1 premiers termes de la suite géométrique de
k=0 j=k k=0 \ j=k
raison 2 et de premier terme 2.

n n
1—
Sn — Z 2k<2n7k+1 _ 1) — Z (2n+1 2/( Z 2n+1 Z 2k l’l+ 1 2I’l+1 20
k=0 k=0 k=0 1-2

2n+l

Jj=0k=0

n—1

n
3. Y k= Y (j+1)2/ =5, donc
k= j=k—1,j=0

Zkzk '=(n-1)2"+1

T,=4((n—1)2"+1)+n

n i+l n ) n n i
=Y Y ! Z 2%+ =Y 2" +Y 1=2*Y 2" +ndonc
i=1 i=1 i=1

i=1k=1 i=1
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