Semaine 22 : du 23 mars au 27 Mars MPSI

Colle 22 : polynOmes-fractions rationnelles

Résultats et preuves a connaitre

,—[Proposition 1 Formules de Taylor} \
Soient P € K[X]| et a € K.

o0 (X—(X)k ~+oo Xk

p=Y . PY@) et PX+a)=Y FP(IC)(OL).
k=0 k=0
,—[Proposition 2 Caractérisation 2 de la multiplicité d’une racine } \

On pourra utiliser sans démonstration la caractérisation 1 vue la semaine 21a est une racine d’ordre k de P ssi

Pla)=P'(a)=---=P* D)=0 et PH(a)=£0.

\. J

,—[Proposition 3 Décomposition sur (D} \

Tout polyndme non nul P € C[X] s’écrit de maniére unique sous la forme :
q
P= XH(X — oy )™
k=1

ol i, ... 0, sont les racines distinctes de P respectivement d’ordre my,mo,...my et A € C* est le coefficient
dominant de P.

,—[Proposition 4 Racines conjuguées et multiplicités} \
ePER[X] < P=P.
e Soit P € R[X].

P(z) =0 < P(z) = 0.

z est racine d’ordre k de P ssi 7 est racine d’ordre k de P.

\. J

,—[Proposition S Décomposition sur ]R} \

Tout polynéme non nul P € R[X] s’écrit sous la forme
4 2
P=A]T(X —ow)™ [T(X* 4+ BeX +v)™

oll 0,...0 sont les racines réelles distinctes de P respectivement d’ordre my,mo,...my, A € R* est le
coefficient dominant de P, et B% — 4y < 0.
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\.

,—[Proposition 6 Relations coefficients-racines |

J

n
Soit P = Z axX* un polyndme complexe de degré n ayant pour racines 0., ...

k=0
Onpose Vk €[ 1,n], o = Y ..o Alors

1<i1<-~~<ik<n

P=a,X"—c X" ' +6,X" 2 +... +(=1)"c),)

An—k
_1)kIn=k
(-1

,—[Proposition 7 Polyndmes de Lagrangew

J

Rappeler la définition de L; puis vérifier que deg(L;) =n—1 et V(i,j) €[ 1,n]?, Li(xj) = §;; i.e. L; admet

Xly.enyXi—1,Xit1,---,X, COMmMe racines et vaut 1 en x;.

\.

,—[Proposition 8 Interpolation de Lagrange de degré minimal}
On peut utiliser sans démonstration le résultat précédent Si xy, ...
Y1,---,yn des éléments de K alors il existe un unique P € K, [X] qui vérifie

\V/le[[ 17”]]7P(xi) =i

n
Il s’agitde P =Y yiL;

i=1

, X, sont des éléments distincts de K et

,—[Proposition 9 Décomposition en éléments simples dans C(X )Sans démonstration

—/

n

SiFeC(X),onaQ= H(X — o)™ ou les oy sont les pdles de F d’ordre my. Alors il existe un unique

k=1

polyndme E et une unique famille de complexes (by;)1<k<n,1<j<m, telle que

n mg

F= E+ZZ - ock

1]1

\.

,—[Proposition 10 Pole simple}

Soit a un pole simple de F'.

o
La partie polaire relative a a est ¥ ot o= [(X —a)F|(a).

\.

,—[Proposition 11 Dérivation la téte en bas

—

Soit a un pole simple de F = g.

La partie polaire relative a a est

,—[Exercice 1 Décomposer en élément simples}

Donner la décomposition en éléments simple de m
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A savoir faire

[J Tous les exercices sur les polyndomes
L1 Décomposer une fraction en éléments simples :

L1 Commencer par diviser le numérateur et le dénominateur par leur PGCD s’ils ne sont pas premiers entre eux.
Faire la division euclidienne de P par Q pour identifier parties entieres et polaires.

L] Déterminer les poles et leurs ordres.
Donner la forme de la décomposition en éléments simples en laissant des coefficients indéterminés.

[J Réduire le nombre de coefficients en exploitant les propriétés remarquables (parité, effet de la conjugaison,
limite de xF (x) en +-oo...).

Ll Appliquer la méthode de multiplication-évaluation (de préférence si Q est sous forme factorisée) ou la
méthode "P(a)/Q’(a)" dite " de dérivation la téte en bas" s’il s’agit d’un pdle simple et que Q n’est pas sous
forme factorisée.

Ce qu’en dit le programme

Polynomes et fractions rationnelles

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

f) Polynomes irréductibles de C[X] et R[X]

Semaine précédente

g) Formule d’interpolation de Lagrange

Si xy,...,x, sont des éléments distincts de K et Expression de P.

Yi,---,yn des éléments de KK, il existe un unique Description des polyndmes Q tels que Q(x;) = y; pour
polynome P € K,_;[X] tel que P(x;) = y; pour tout  touti.

i.

h) Fractions rationnelles

Corps K(X). La construction de IK(X) est hors programme.
Forme irréductible d’une fraction rationnelle. Fonction

rationnelle.

Degré, partie enticre, z€ros et pdles, multiplicités.

i) Décomposition en éléments simples sur C et sur R

Existence et unicité de la décomposition en éléments La démonstration est hors programme. Toute technicité
simples sur C et sur R. dans les exemples est exclue.
Application au calcul de primitives, de dérivées k-iemes.

1
X -\

Si A est un pole simple, coefficient de
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

/
Décomposition en éléments simples de 7
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