MPSI

Samedi 28 mars 2026

1.

Correction du DS n°7
Durée : 4 heures

Questions indépendantes

(a) Considérons les polyndmes de Lagrange L_;, Ly et L; associés au triplet (—1,0,1) . Ils sont donnés par L_; (X ) =

X(Xx-1) _ x>-Xx
(-D=1-1) — 2 >
Lo(X) = T = —(x2 - 1),
X+1
Li(X) = ((11131 - %

Alors un polyndme qui convient est le polyndme Po(X) = 1L_1(X) — 1Lo(X) — 1L (X) = X> —X — 1.
C’est le seul qui convient, car si P est un polyndme de degré (inférieur ou égal &) 2 qui convient, alors P — Py est
de degré au plus 2 et admet au moins 3 racines : c¢’est donc le polynéme nul.

(b) Soit P un tel polynéme. Alors, utilisant le polyndme Py introduit a la question précédente, et posant Q = P — Py
,onaQ(—1)=0Q(0)=Q(1) =0 . Autrement dit, Q est divisible par (X +1)X(X — 1) = X3 — X , et P s’écrit
PX)=X>-X—1+AX)(X’-X)
avec A € R[X] . Réciproquement, tous les polyndmes de cette forme conviennent.

On va calculer leur pged. En effectuant les divisions euclidiennes successives, ona P(X) = Q(X) (
O(X) = (2X?+9X —5)(2X —7)+36(2X — 1)
etenfin 2X% +9X — 5= (2X — 1)(X +5).

Le pged de P et Q est donc le dernier reste non nul, c’est-a-dire 2X — 1 . Ainsi, 2X — 1 divise P et Q et 1/2 est une
racine commune a P et Q .

. Une division euclidienne permet de trouver la partie entiere qui est le polynome constant égal a 1. La fraction

était irréductible : 0 est son seul zéro et 1,2 et 3 sont les 3 poles simples. Ainsi il existe (a,b,c) € R? tels que

W =1+ g5+ % + ¢=5-. La méthode de multiplication évaluation donne a = %, b=8etc= 277

. :
ainsi e—ny ey = 1+ e — w2 ey

Le dénominateur se factorise en (X2 —1)2 = (X — 1)?(X +1)? . 1l faut donc étudier la partie polaire relative é +leta-l.

Commencons par étudier la partie polaire relative a —1 . Elle s’écrit sous la forme % e +1 + (x )2 +G(X),
ou G est une fraction rationnelle dont —1 n’est pas un pole. Multipliant cette égalité par (X 4 1)? et faisant X = —1,
. 2 3/4 5X+1)/4

on trouve Ay = 3/4 . On calcule ensuite (X—Zl))(z&lﬂ)? - (Xil)Q = (X(+1;EX)11) = X+1 +G(X).

On multiplie cette fois par X + 1 , et on fait X = —1, et on trouve A; = —1/4 . Pour étudier la partie polaire relative a

1, on peut procéder de la méme facon ou simplement remarquer que la fraction rationnelle est paire. On en déduit que
2X2+1 _ —1/4 3/4 1/4 3/4

® P2 — X+ T @12 T X—1 T ®-1e

. 2026 =2 x 1013 qui est impair donc v,(2026) = 1. 24+ 0+ 2+ 6 = 10 n’est pas multiple de 3 donc 2026 non plus, ainsi

v3(2026) = 0

On sait que x,y et z sont (dans un ordre quelconque) les racines du polynome X3 —3X? — 13X + 15. on remarque que 1
en est une racine évidente X> —3X? — 13X + 15 = (X — 1)(X? —2X — 15) puis A = 4+ 60 = 82 les deux autres racines

sont donc %8 i.e. 5et —3. Donc (x,y,z) est solution si et seulement si x,y,z valent —3; 1 et 5 dans un ordre quelconque.

On va commencer par étudier les puissances de 3 modulo 13 . On commence par remarquer que 3' =3 [13], 32 =
9[13], 3 =1[13].

On sait donc que, puisque 126 = 342, 3126 = (33)42 [13] , et donc 3'%° = 1 [13] . De méme, ona 5! =5[13], 5°=
12 [13], 5°=8[13], 5*=1[13].
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Par un raisonnement similaire, et utilisant que 126 = 31 %4+ 2, on trouve 5'26 = 52 [13] soit 5'2° = 12 [13].
On en déduit que 3126 + 5126 = 0 [13],

ce qui signifie bien que 13 divise 3!%° 4 5126

8. On remarque que 974 et 86 sont pairs donc cette équation se rameéne a 487x 4+ 43y = 6. on applique 1’algorithme
d’Euclide
487 =43 x 11+ 14 etdonc 14 =487 —43 x 11
43 =14x3+1etdonc 1 =43—-3x14=43-3(487—43 x 11)=43(1+33) -3 x487 =487 x (—3)+43 x 34
Ainsi (—3;34) est une solution de 487x+ 43y = 1 en multipliant par 6 on a (—18,204) est une solution particuli¢re de
notre équation.
487x+43y =6 487x+43y =487 x (—18) +43 x 204 < 487 (x+ 18) =43(—y+204) Comme 487 et 43 sont prmeiers
entre eux (prouvé par I’algorithme d’euclide) une telle égalité n’est possible que si 43 divise x+ 18, dans ce cas il existe

18 =43k
k € Z tel que e (et c’est en fait une équivalence). L’ensemble des solutions est donc 1’ensemble de
—y+204 =487k

tous les couples de la forme (—18 +43k;204 —487k) pour k € Z ou plus formellement § = (—18;204) 4 Z(43; —487).
Exercice 1

1. (a) oX®—1=(X*—1)(X*+1)= (X>—1)(X?+1)(X*+ 1) donc le quotient et le reste de la division euclidienne de
X8 — 1 par X2 — 1 sont respectivement (X2 +1)(X*+1) = X® + X%+ X>+ 1 et 0 car X* — 1 divise X3 — 1.
e En divisant 4 la main X® — 1 par X> — 1, on obtient X8 — 1 = (X3 — 1)(X° +X?) 4 (X? — 1) donc le quotient et
le reste de la division euclidienne de X® — 1 par X — 1 sont respectivement X°> + X2 et X> — 1.

(b) Comme X2 — 1 divise X3 —1,ona| (X® - 1)A(X>—1)=X%>—1]|.
D’apres I’algorithme d’Euclide, on a :
XB-1=X-1)X+X2)+(X2-1)

X -1=X’-1DX+X-1)
X2-1=X-1DX+1)+0 donc|(XE-—DAX}-1)=X—1].

2. (a) Sigetrsontles quotient et reste de la division euclidienne de n par p alors n = pg+ravec 0 < r < p.
X'—1=XP-1DX"P+(X"P-1)
X"P— 1= (XP—1)X"" 2 (X" 1)
d’oti pour tout k €[ 0,g — 1], X" % — 1 = (X — 1)x"~k+t1p o (xn=(k+1)p 1)
Finalement, X"~P(4=1) — 1 = (X7 — 1)X" P4 4+ (X" P4 — 1) = (XP — )X" + (X" — 1)
Soit, en reportant, X" — 1 = (X7 — 1)(X" P+ X" 2P 4.+ X") + (X" —1)
On a bien deg(X" — 1) = r < deg(X” — 1). Par unicité, les quotient et reste de la division euclidienne de X" — 1
par X? — 1 sont X" P + X""2P ...+ X" et X" — 1.
(b) XP —1divise X" —1<=X"—1=0<=r=0<«= pdivisen
(c) e En effectuant I’algorithme d’Euclide sur n et p, on obtient que :
al’étape 1, le reste de la division de n par p est r = r; avec 0 < r| < p.
a I’étape 2, le reste de la division de p par r = ry est rp avec 0 < rp < rq.
. al’étape k, le reste de la division de ry_j par ri_; est r; avec 0 < ry < rg—1.
e On en déduit qu’en effectuant 1’algorithme d’Euclide sur (X" — 1) et (X” — 1), on obtient que :
aI’étape 1, le reste de la division de (X" — 1) par (X? —1)est X" —1 =X"1 — 1.
a I’étape 2, le reste de la division de (X? — 1) par (X" —1) est X"2 — 1.
. al’étape k, le reste de la division de (X2 — 1) par (X"1 —1) est X"t — 1.
De plus, d’apres 1’algorithme d’Euclide,
X'"—DAXP-1)=XP-DAX"-1)=X"—DAX?=1)=--= (X =1)A(XT*1 —1).
(d) D’apres I’algorithme d’Euclide sur n et p, il existe N € N tel que ry4; = 0; On a alors ry =n A p.
On en déduit donc que (X" — 1) A (XP —1) = (X — 1) A (X1 —1) = (X"’ — 1) A(0).
On obtient finalement que‘ (X"—1AXP—1)=X""P—1 ‘
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Exercice 2

(a) Par définition du ppecm, | v,(A,) = max(v,(1),...,v,(n)) |donc il existe k €[ 1,n ] tel que

vp(A,) = vp(k) et par définition de v, (k) on a P8 | n, dou| pr) L nl.

(b) Par définition de la décomposition en produit de facteurs premiers, on a A, = H p'r (An),

peEZ
De plus, d’apres 5 (a), p < p*»®) < ndonc|A, = Hp"l’(A") i
psn
(c) On obtient alors A, = H p"l’(A") < H n = nH{P<n} goit | A, < 0™ |,
psn p<n
n

3. V=7, A, =2" dot 2" < 0™ soit nln(2) < mt(n)In(n) soit| Va > 7, m(n) > In(2)

I. Une majoration de 7t(n).

L @ J] pdvise J] k—b!—(b—a)!(b).

peP |a<p<b kEN |a<k<b a

b
Comme0<i<a<b,onaa<b<2asoit0<b—a<adoch(p,k)6@0[[5;—1—1,1?]] x[1,b—a],pAk=1

a<p<b

d’ou pA(b—a)! =1etdonc ( I p) ANb—a)!=1.

b
D’apres le théoreme de Gauss, H p divise < ) .
a

a<p<b

b 1 b
(b) On applique la relation précédente aa=m+1etb=2m—+1. En effet§:m+§ doncO<§ La<b.
2 1
dou|vm=1, ] pdivise<m+ )
m+1<p<2m+1 nﬂ+1
2m+1 2m+1 2m+1
Vm>1, = = !
(c) Vim ( m ) <2m—|—1—m) (m—i—l)
il (om 41 2m+1 2m+1 2m+1
(d)vm>1,(1+1)2m+1zz m > m + mE soit 2 x 4™ > 2 mt
= k m+1 m m
d’ol (2"1“) <am|
m

2 1 2 1
(e) Comme ] pdivise( mE >,ona I1 p<< mE )
mt1<p<2m+1 m+-1 mt1<p<om+1 m+1

d’ou, |Vm>1, H p <4m|
m+1<p<2m+1

(f) On pose pour tout n € N*, P(n): «Vk €] 1,2n], Hp < 45,
p<k
ePourn=1,ke[1,2]
Sik=1,iln’y a pas de nombre premier p < 1 donc Hp: Hp: letl<4!

p<l peED
Sik=2,iln’y a que 2 comme nombre premier p < 2 donc H 2=2< 42, donc P(1) est vraie.
p<2
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e Soit n € N*, spposons P(n) vraie.
Soitk €[ 1,2n+2]. Sik€[1,2n], d’apres P(n), on a Hp < 4k,
p<k
Sik=2n+1alors [[ p=( [] p|x [T »r|<#4"'x4"donc [] p<4™t
p<2n+1 p<n+1 n+1<p<2n+1 p<2n+1
Sik=2n+2¢ & alors H p= H p d’ou H p <421 <422 Donc P(n+ 1) est vraie.
p<2n+2 p<2n+1 p<2n+2
Conclusion : Pour toutn € N*, P(n) : Vk €[ 1,2n ], Hp < 4K soit | Vm > 1, Hp <44
p<k psn
Probléeme
. (a) P,— l rgl (2n+1>l~2kX2n+12k+ 2nil (2n+1>i2k+1X2n+l(2k+l)
20 | 4=\ 2k kT \2k+1

_2nil (2”+ 1) (—iy2hx 212 _ bf (2”+ 1) (_i)2k+1X2n+1(2k+1)1

noo \ 2k wiT=0 \2k+1

1 & (2n+1 kv 2n—2k = (2n+1 ky2(n—k
=2 —1)kix2n—2% = —1)kx20=H)

2i ]§)<2k+1)( i L {aki1)Y

On obtient alors que ‘ P, est un polyndme pair a coefficients entiers ‘

2 1
(b) De plus,|deg(P,) = 2n|et le coefficient dominant de P, est ( n1+ ) =

-\ 2n+1
: . X+1 . .
©) P,(x) =0 (x+)"! = (x—i)"" = <> =1 car i n’est pas solution
x—i
Xk +i 2ikn
- =emil aveck €[ —n,n |
X — i
= xp+i= (g —i)eniT = xi (1 —e2n+1) =—i (1 +eZn+1) avec k €[ —n,n |
1+ et
A e 2n+l1
= xy = —i———aveck €[ —n,n ] \{0}
1—e2n+l
ik ik ik
T @7 4 eTni . 2cos (zﬁl)
7 X = Tl T L . . kT
e+l @ Zntl — @2ntl —2151n(2n+1)

k
On obtient finalement | x; = cotan <2 i 1> avec k €[ —n,n ] \{0}
n

1) avec k €[ —n,n ] \{0}
I > est racine de Q,,.

kT L . -y
< — : on a donc trouvé n racines distinctes de Q,,. De
2n+1 2

2. (a) 0u(x?) =0 <= P,(x) =0 <= x = cotan (2:1

km
Donc, pour k €[ 1,7, cotan? <2n+

cotan est bijective sur |0, 5 [ et pourk €[ 1,n],0 <
plus, P, est de degré 2n donc Q,, est de degré n.

k
Conclusion : | Q,(x) = 0 <= x = cotan? (2’111) aveck €[ 1,n]

On obtient la factorisation suivante :

0y = (2n+1)f1 (X_ cotan” (2511))

k=1

- (2n+1 ky2(n—k £ - (2n+1 kyn—k
(b) CornmeP,,:k;)(z](_H)(—l)X( ),onendedultqueQn:kga et (=X

Correction DS n°7 4/5 Lycée Leconte de Lisle



MPSI

Samedi 28 mars 2026

3.

n(2n+1)2n—1)

Donc|Q, = (2n+1)X" — X"*1+...+(_1)ﬂ

! kT 2n—1
D’apres les relations coefficients-racines, | 6, = Z cotan? ( e 1) = n( n3 )
n
n 1 —sin® (5% n
Deplus, o, = 2(2n+1) Z —n=7T,—n
k=1 SN (2n+1) k=1 (2n+1>

2n—1 ! 1 2

donc t, =n+o, :’H_n(n3) donc|T, = Z — Ty = gn(n—kl)
k=1 S1I (2n+1)

e Soit f la fonction définie sur } 0, g {par f(x) =sinx—x.

f est dérivable sur cet intervalle d’aprés les théorémes généraux et f/(x) = cosx—1 <0

. o Tr o, o . T
donc f est strictement décroissante sur } 0, 5 { d’ou f(x) < f(0) soit sinx < x. De plus, sin > 0 sur } 0, 5 {

T
e Soit g la fonction définie sur } 0, 3 [ par g(x) = tanx — x.

g est dérivable sur cet intervalle d’apres les théoremes généraux et g’(x) = tan?x > 0 donc g est strictement croissante

T
sur } 0, > [ d’ou g(x) > g(0) soit tanx > x.

. . i .
On obtient I’encadrement suivant : Vx € ]0, = [, 0 < sinx < x < tanx

2
. T ’ 1 1
soit finalement | Vx € }0, = [, cotan“x < — < ——5— |
2 X2 sin’x
Comme pour k €[ 1,n],0 < k. < T on en déduit alors que
. n = :
p Y J 2n+1 2 q
cotanz( k ) <<2n—|—1)2< !

2n+1 km sin? (2511)

soit en sommant,

Zcotan < ) i<2n+1> kilsmz(lﬁnl)

En remplacgant a I’aide des expressions trouvées en 2 (b), on obtient finalement I’encadrement :

| n2n—1) (2n+1)2 & 1 2n(n+1)
soit T < k;p<f

2 2 2 2 2
= (2n—1)n 2n* n(n+1) . m(2n—1)n . 2 n(n+1) =w

dolt, o g, <« ST o fim St R o i T T
M T 12 S S 3 a2 e 3 a1 e 3 (20412 6

2

R PN , : e
D’apres le théoreme d’encadrement, hrf Sy = 3
n——+oo
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