MPSI Pour le lundi 16/03/2026

DM n°6

On note & I’ensemble des nombres premiers et T(n) le nombre de nombres premiers compris dans [0,7]. Dans tout le
probleme la lettre p désignera toujours un nombre premier.

I. Une minoration de 7t(n).

On considere, pour tout entier n > 1, ’entier A, = ppcm (1,2, ...,n). Etant donnés (a,b) € N? vérifiant
1 < b < a,onpose

I(b,a) = /leb‘l(l —x)e b dx

1. Calcul de I(b,a) : premiere méthode.

(a) Expliciter I(1,a) en fonction de a.

(b) Montrer que si b < a alors I[(b+ 1,a) = bbl(b,a).

a_
1

2. Calcul de I(b,a) : deuxieéme méthode.

(c) En déduire que I(b,a) =

1 a -1
(a) A Tl’aide de la formule du bindme, montrer que / (1—x+xy) tdx = Z (Z 1)y"_ll(k,a).
0 =\ k-

1
(b) En calculant directement 1’intégrale, montrer que / (I —=x+xy)* ldx = Z k=1
0

RG]

a—b
3. (a) Montrer que I(b,a) = Z(*l)k (a—b) 1

(c) En déduire que I(b,a) =

= k Jk+b
(b) En déduire que I(b,a)A, € N.

(c) Prouver que I’entier b (Z) divise I’entier A,,.

4. Soit n > 1 un entier.

2 2
(a) Montrer que les entiers n( n) et (2n+1) ( n) divisent I’entier Ay,11. On pourra remarquer que pour tout
n n
k> 1, Ay divise Ay .

2
(b) En déduire que ’entier n(2n+1) ( n) divise Ay,+1 en remarquant les entiers n et 2n + 1 sont toujours premiers
n

entre eux.

2 2
(c) Montrer que pour tout k €[ 0,2n ], on a I’inégalité ( k”) < ( n) .
n

2
(d) En déduire que (2n+1) ( n> > 4" en développant 1’égalité 4" = (14 1)*"
n
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(e) En déduire que Ay, 1 > nd".

(f) Montrer que si n > 9 alors A, > 2" et vérifier que cette inégalité est encore vraie pour n =7 et n = 8.

5. Soit n > 1 un entier.

(a) Soit p € 2, montrer que p"») < n.

(Indication : on commencera par exprimer v,(A,) en fonction des entiers v, (1),...,v,(n)).
(b) Montrer que A, = H pir(An)
p<n

(¢) En déduire que A, < n™".

6. Montrer que pour tout n 2> 7 on a

II. Une majoration de 7t(n).

1. On cherche dans cette question a majorer simplement le produit H p en fonction de ’entier n > 1.
p<n

b b
(a) Soient a et b deux entiers tels que 0 < 2 < a < b. Montrer que le produit H p divise I’entier ( ) .
a<p<b a

2 1
(b) En déduire que pour tout m > 1, le produit H p divise I’entier ( m ) .
mA+1<p<2m+1 m+1

2m+1 2m+1
(c) Comparer, pour m > 1, les entiers et .
m m+1

2m+1

(d) En déduire que pour tout entier m > 1, (
m

) < 4™ en développant (14 1)1,

(e) Montrer que pour tout entierm > 1,ona  [[  p<4™
mA1<p<2m+1

(f) Prouver finalement que pour tout entier m > 1, on a H p <
p<n

On pourra montrer par récurrence la propriété P(n) : Vk €[ 1,2n], H p <4k
p<k

m\m
2. On admet que pour tout entier m > 1, on a m! > ( > .

En déduire que pour tout n > 2, on a t(n)! < 4" et que par suite, on a t(n) Inn(n) — n(n) < nin(4).

3. On souhaite montrer, a partir du résultat précédent, que pour tout n > 3 on a

n(n) < e
n)<e
= ln(n)
n
Pour cela on raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe un entier ng > 3 tel que ©t(ng) > e 0 (O 5
n(ngp

(a) Montrer que la fonction x — xIn(x) — x est strictement croissante sur [1,4co.
e—1In(4) - In(In(nop))

En dédui
n déduire que in(no)
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n(x) . -
est majorée par e

|
(b) Montrer que la fonction x — sur [1,+eo[. Conclure.

I1I. Une minoration de nt(n).

1
cara # 0,donc [I(1,a) = —
0 a

U—W‘T

a

1. (a) I(l,a):/ol(l—x)“ldx: {—

1
(b) I(b—i—l,a):/ xP(1—x)a= b+ gy,
0

On pose x)4b  avec uetv sont de classe ¢ sur [0,1].

donc I(b+1,a) = [—xb(l_x) ] a—b/ )4t dx

b
soit | I(b+1,a) = —bl(b,a)

1

a
b
b

(c) On pose pour tout b € N, Z(b) : «Va > b, I(b,a) =

1
e Aurangb=1:Pourtouta >1,1(1,a) =— et b(Z) = (611) =adonc Z(1) est vraie.
a

e Soit b < a— 1, supposons & (b) vraie.

b b 1

I(b+1,a) = —bl(b,a) =7 d’apres I’hypothese de récurrence (car a > b),

a— a— a

b
b>
b b—1)! b+1)l(a—(b+1))! 1
done 1(b+1,a) = 21 )!_ b+ Dia—(b+ D)t _
al (b+1)a! bl a
SRV
On a donc & (b+1) vraie.
1

e Conclusion : |V(a,b) € N2, tel que a > b, I(b,a) =

;)
2. (a)/ (1—x+xy)* ldx = /( (a_l)(xy) (1—x)a"1= k)dx

_ a—1 k(] _ y)ya-1-k

—k_20/0<k )<xy><1 i

_a71 a—1)\ 4 lxk )1k

—k;)( N )y/O (1—x)*""dx

2 (a—1 1
:Z(Zl)ygl/o x“1(1—x)""‘dx  enposant £ =k+1
=1

1 a
. P a—1Y\
donc /0 (I—x+xy)ldx=)" (k—l) I(k,a)

! a— _ ! a— _ (1+(y71)x)a :
(b)/o(1—x+xy) 1dx_/0 (14 (y—1)x) ldx—[a(y_l)}

: 1 y -1
soit l—x+x)4 'dx==2——
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a 1
Commeya—l:(y—l)Zyk_l,donc / (1—x+xy) ldx = Zyk !
k=1 0

La formule est trivialement vérifiée siy = 1.

4 1
On en déduit 11k
(¢) On en dédui quek;] (k 1) (k,a) =

Q\'—‘
I

—1
Yl e ke[ 1,a], (Z_ )I(k,a) -
1

d’apres I’unicité de la décomposition d’un polyndme. Finalement, | /(b,a) = =

ab —b\ A
7 Aa _ _1 k a a
(b) Onadonc: I(b,a) ];)( ) ( k) k+b

Vke[0,a—b],k+be€[b,a]. Or A, = ppem(1,...,a) donc Vp €] 1,a], p|A, donc k+b|A,.
d’ou I(b,a)A, € Z. De plus, I(b,a) > 0 et A, > 0 donc|I(b,a)A, € N

A,
(c) I(b,a)A, € N soit ——— € N donc b(g) divise I’entier A,
a
b

2
4. (a) D’aprés 3 (c),n( ”) | Aoy.
n

Tout multiple commun a 1,2...2n 4 1 est multiple commun a 1,2...2n donc Ay, est un multiple de Ay, soit

2
Aoy | Agpt1. On en déduit donc que n( n) | Agpt1 |
n

-1
D’apres 2 (¢), a(z 1) divise A. Comme 1 < n+ 1< 2n+ 1, on peut appliquer le résultat a a = 2n+1 et

2
b=n+1 soit (2n—|—1)( ”) | A1 |
n

(b) Comme 2n+1—2n=1, d’apres le théoréme de Bézout, n et 2n+ 1 sont premiers entre eux.

Aoy
et (2n+1) divise

)

Aoy
D’apres la question précédente, n divise 2
n
A 2
divise 2L soit n(2n+1) " | Aop+1 |-

n

Comme nA(2n+1)=1alors n(2n+1)

2
(c) OnposeVk €[ 0,2n], ux = (kn) > 0.
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wepr  \k+1) n—k o Uk

Uy - 2n - k+1 Uy
k

1
<Kl<—=—2n—k<k+l<=—k>n——

donc (uy) est croissante sur [ 0,n—1] etd

2n
n

o Vk €[ n,2n||,ur < u, soit ( )

écroissante sur [ n,2n |.

oVke[0n—1 ] ux < up 1s01t( )

Conclusion : |Vk €] 0,2n ( )

2
n

S

2n 2n
@ 4"=(1+1)"=Y) <2k”> <Y <2n”> soit

k=0 k=0

2n+1) (2:) >4

2

2n 2n .
(e) Comme n(2n+1) ( | ) | Agpi1,0naAn, 1 =>n(2n+1) < | ) donc, d’apres 4 (d), .

(f) e Sinestimpair, alors 3k € N, n =2k+1et A, = Appy = k4k.
Ork="251 douA, > 5121 > 2 sin > 9, d’ou A, > 2"
e Si n est pair, alors 3k € N, n =2k et A, = Agx = Agi—1.

Or Agi—1 = Ag(g—1y+1 = (k—1)45 1 soit Agy_y >

Conclusion : |Sin > 9 alors A, > 2" |.

B2 2" sin > 9.

Pourn=17,2" =128 et A7 =2 x3 x2x5x7 =420 donc A; >27.
Pourn=8,28 =256et Ag =2 x3 x2x5x7x2=2840 donc Ag > 28.

On peut remarquer que 1’inégalité n’est pas vérifiée pour n = 6. En effet, 26 =

5. (a) Par définition du ppcm, | v,(A,) = max(vy(1),...,v,(n))

vp(An) = vy (k) et par définition de v, (k) on a prt

(b) Par définition de la décomposition en produit de facteurs premiers, on a A,, = H pvp(A

De plus, d’apres 5 (a), p < pVP(A") <ndonc|A, = H pvf’(A”)

(c) On obtient alors A, = H p"l’(A") < H n = n@dr<nt goit| A,

p<n p<n

6. Vn=17,A, >2"don 2" < n™™ soit nln(2) < n(n)In(n) soit

IV. Une majoration de m(n).

1. (a) [T pdvise T[] k:a—i

pEP |a<p<b k€N |a<k<b

“1n, dou|p

64 et Ag =

donc il existe k €[ 1,n ] tel que

vp(An) <nl

~X

psn

peP

:(ba)!<Z>.

60.

b
Comme0<5<a<b,onaa<b<2asoitO<b—a<adoch(p,k)Gﬁﬂ[[a—kl,b]] x[1,b—al],pAk=1

d’ot pA(b—a)! =1 et donc ( I1

a<p<b

)

Ab—a)l=1.
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b
D’apres le théoreme de Gauss, H p divise ( ) A
a

a<p<b

b 1 b
(b) On applique la relation précédente aa =m+1 et b = 2m+ 1. En effet F=m + = donc 0 < 3 <a<b.

2
2m+1
dou|vm>1, J]  pdivise ( " ) .
m+1<p<2m+1 m+1
2m+ 1 2m+ 1 2m+ 1
© Vm> 1, m-+ _ m+ _ m+ '
m 2m+1—m m+1
dl (om+1 2m+1 2m+1 2m+1
@ vm>1 (112 = Y () S () e (PP ) soie2 xam o T
= k m+1 m m
2m+1
d’ot ("H )<4'".
m

2 1 2 1
(e) Comme  [] pdivise< mE >,ona I1 p<< mE )
m+1<p<2m+1 m+1 m+1<p<2m1 m+1

dob,\Vm=1, [ p<4"|
m+1<p<2m+1

(f) On pose pour tout n € N*, P(n) : « Vk €[ 1,2n ], Hp <4b.
p<k
ePourn=1,ke[1,2]

Sik=1,iln’y a pas de nombre premier p < ldonch I_Ipzlet1§4l

p<l PED

Si k=2, iln’y a que 2 comme nombre premier p < 2 donc H 2 =2 < 4%, donc P(1) est vraie.
p<2
e Soit n € N*, spposons P(n) vraie.
Soitk €[ 1,2n+2]. Sike[1,2n], daprésT(n),onaHp<4k.
p<k
Sik=2n+1 alors H p= H p|x H p | <4™!x 4" donc H p <4¥t
p<2n+1 p<n+1 n+1<p<2n+1 p<2n+1
Sik=2n+2¢ Palors [[ p= [] pdou [ p<4™ <4* Donc P(n+1) est vraie.
p<2n+2 p<2n+1 p<2n+2

Conclusion : Pour tout n € N*, P(n) : Vk €[ 1,2n], [] p < 4K soit | Vm > 1, [Ir<4"|

p<k p<n

2. Soitn > 2, posons py le kéme nombre premier : On a donc pk > k.

Comme p; < n <= k < m(n), on obtient H p= Hpk Hk soit H p=>

p<n psn

On en déduit, en utilisant la question précédente que ‘ Vn>2,m(n)! <4"|

On obtient In(nt(n)!) < nln(4). Or n(n)! > <n(n)>“(") soit In(m(n)!) > w(n)(Inm(n) — 1)

e

dott| n(n) Inmt(n) — x(n) < nin(4) |

3. (a) Soit f la fonction définie sur [1,4oo[ par f(x) = xIn(x) —x.
f est dérivable sur [1,+oo] d’apres les théorémes généraux.
f'(x)=1In(x) > 0et f'(x) =0 <= x =1, donc ‘ f est strictement croissante sur [1,4co| ‘
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(b)

1;5720)’ on en déduit que f(mt(ng)) > f (e 1nl(120)>'

soit 7(no) In(ro) — m(no) > e lnlgzo) in (e lnlggo)) ¢ 111’(1’(1)0)

Comme 7t(ng) > e

d’ou, d’apres la question précédente, ngIn(4) > e 111’(120) In (e 1n’(11(;0) ) —e lnr(lizo)

(1 +Inmo — In(In(no)) — 1), soit In(d) > e — <1nINC0))
ln(no)

e
donc In(4
onc In(4) > in(g)

On obtient finalement e~ In4) < In(In(no))

e In(no)
Soit g la fonction définie sur [1,+oo[, g est dérivable sur [1,+oo] d’apres les théorémes généraux.
1-1
g'(x) :w >0<=1-In(x) >0<=Inx)<l<=x<e
x

Donc g est croissante sur [1,e] et décroissante sur [e,+oo] : g admet donc un maximum global en x = e qui vaut

gle)=e"l.

In(1 1 “In(4) 1
On obtient alors g(n9) = ninino)) 1 gy, d’apres la question précédente, ezh@) 1
In(no) e e e
soit 1 +1n(4) > e qui est absurde. On en déduit donc que | t(n) < e ln’g 1
n
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