MPSI Pour le lundi 16/03/2026

DM n°6

On note & I’ensemble des nombres premiers et T(n) le nombre de nombres premiers compris dans [0,7]. Dans tout le
probleme la lettre p désignera toujours un nombre premier.

I. Une minoration de 7t(n).

On considere, pour tout entier n > 1, ’entier A, = ppcm (1,2, ...,n). Etant donnés (a,b) € N? vérifiant
1 < b < a,onpose

I(b,a) = /leb‘l(l —x)e b dx

1. Calcul de I(b,a) : premiere méthode.

(a) Expliciter I(1,a) en fonction de a.

(b) Montrer que si b < a alors I[(b+ 1,a) = bbl(b,a).

a_
1

2. Calcul de I(b,a) : deuxieéme méthode.

(c) En déduire que I(b,a) =

1 a -1
(a) A Tl’aide de la formule du bindme, montrer que / (1—x+xy) tdx = Z (Z 1)y"_ll(k,a).
0 =\ k-

1
(b) En calculant directement 1’intégrale, montrer que / (I —=x+xy)* ldx = Z k=1
0

RG]

a—b
3. (a) Montrer que I(b,a) = Z(*l)k (a—b) 1

(c) En déduire que I(b,a) =

= k Jk+b
(b) En déduire que I(b,a)A, € N.

(c) Prouver que I’entier b (Z) divise I’entier A,,.

4. Soit n > 1 un entier.

2 2
(a) Montrer que les entiers n( n) et (2n+1) ( n) divisent I’entier Ay,11. On pourra remarquer que pour tout
n n
k> 1, Ay divise Ay .

2
(b) En déduire que ’entier n(2n+1) ( n) divise Ay,+1 en remarquant les entiers n et 2n + 1 sont toujours premiers
n

entre eux.

2 2
(c) Montrer que pour tout k €[ 0,2n ], on a I’inégalité ( k”) < ( n) .
n

2
(d) En déduire que (2n+1) ( n> > 4" en développant 1’égalité 4" = (14 1)*"
n
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(e) En déduire que Ay, 1 > nd".

(f) Montrer que si n > 9 alors A, > 2" et vérifier que cette inégalité est encore vraie pour n =7 et n = 8.

5. Soit n > 1 un entier.

(a) Soit p € &, montrer que p"»*) < n.

(Indication : on commencera par exprimer v,(A,) en fonction des entiers v,,(1),...,v,(n)).
(b) Montrer que A, = [ | p'r(&n)
psn

(¢) En déduire que A, < n™".

6. Montrer que pour toutn > 7 on a

II. Une majoration de 7t(n).

1. On cherche dans cette question a majorer simplement le produit H p en fonction de ’entier n > 1.
p<n

b b
(a) Soient a et b deux entiers tels que 0 < 3 < a < b. Montrer que le produit H p divise ’entier ( > .
a<p<b a

2 1
(b) En déduire que pour tout m > 1, le produit H p divise I’entier < mE > .

m+1<p<2m+1 m+1
2m+-1 2m+1
(c) Comparer, pour m > 1, les entiers et .
m m—+1

2m—+1

(d) En déduire que pour tout entier m > 1, (
m

) < 4™ en développant (1 +1)2"+1,

(e) Montrer que pour tout entier m > 1, on a H p < 4™
m+1<p<2m+1

(f) Prouver finalement que pour tout entier m > 1, on a H P <
p<n

On pourra montrer par récurrence la propriété P(n) : Vk €] 1,2n], H p <4k
p<k

m\m
2. On admet que pour tout entier m > 1, on a m! > ( > .

En déduire que pour tout n > 2, on a t(n)! < 4" et que par suite, on a t(n) Inn(n) — n(n) < nin(4).

3. On souhaite montrer, a partir du résultat précédent, que pour tout n > 3 on a

n(n) <e

In(n)

) , et ) n
Pour cela on raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe un entier ng > 3 tel que w(ng) > e 0

n(ng)

(a) Montrer que la fonction x — xIn(x) — x est strictement croissante sur [1, 4-oo].

En déduire que e—In(4) < ln(ln(no))'

In(no)
. In(x) . —1
(b) Montrer que la fonction x est majorée par e~ sur [1,+eo[. Conclure.
X
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