MPSI Samedi 21 février 2026
Correction du DS n°6.
Durée : 4 heures
Exercice 1 : une équation fonctionnelle
1. Si f est constante égale a k, on doit donc avoir k = k2, soit k € {0, 1}. Réciproquement la fonction nulle et la fonction

6.

égale a 1 sont solutions.
On fixe un valeur de y pour laquelle f(y) # O (une telle valeur existe puisqu’on a supposé que f n’était pas la fonction
nulle) et on obtient a I’aide de la condition ( C ) appliquée a x et —x les deux équations f (\/x2 —|—y2) = f(x)f(y)

et f (\/x2 +y2 = f(—x)f(y). Avec I'hypothese f(y) # 0, on en déduit f(—x) = f(x), ce qui prouve la parité de la
fonction f.

. En appliquant la condition (C) pour x =y =0, on a f(0) = £(0)2, donc f(0) = 1 ou f(0) = 0. Si on suppose que

f(0) = 0, appliquer la condition (C) a un réel x quelconque et a y = 0 donne f (\/;) =0, donc f(|x|) =0. Mais
f étant paire, on en déduit f(x) = 0 quel que soit le signe de x, et f est donc la fonction nulle. Comme on a fait
I’hypothése que f n’est pas nulle, la seule possibilité restante est f(0) = 1.

Procédons par récurrence. Pour n = 0, on a bien f (up) = f(a) = 0 par hypothése. Supposons désormais f (u,) = 0 et
appliquons la condition (C) avec x =y = u,1. On calcule alors |/2u? g= \/% = \/gji = u,, et on en déduit que
0= f(up+1 )2, ce qui implique bien entendu f (u,+1) = 0 et prouve I’hérédité de notre récurrence.

Sous I’hypothese f(a) = 0, on a donc construit une suite (u,) vérifiant bien entendu lim,,_, ;. f (1,) = O puisque cette
suite est identiquement nulle. Or, lim,_, . u, = 0 et, par continuité de f en 0 , on devrait donc avoir lim,,_, ; « f (u,) =

f(0) =1, ce qui est une contradiction flagrante. La fonction f ne peut donc pas s’annuler sur |0, +oo[, ni d’ailleurs sur
] — o0,0[ puisqu’elle est paire. Elle ne s’annule donc jamais.

a

2
. Sia >0, on applique la condition (C)ax=y= % pour obtenir f(a) = f (ﬁ) > 0 (c’est exactement le méme calcul

qu’a la question précédente, pour n = 0 ). Comme f ne peut pas s’annuler, on a donc f(x) > 0 sur |0, 4oo[. On conclut
a nouveau en invoquant la parité de f.

(a) On vient de prouver que f était a valeur strictement positives, donc f(1/x) > 0 sur [0, +co[, ce qui prouve que g
est bien définie sur cet intervalle. La continuité est triviale (composition de fonctions continues).

(b) Caleulons g(x)g(») = In(£(v) +In(£(5)) = In(£ (VD £(y5) = In (£ (\/VE +3?) ) = In(f(/5F7)) =

g(x+y), en utilisant la condition (C) en cours de calcul.

(c) C’est une récurrence triviale exploitant la question précédente. Pour n = 0,g(0) = In(f(0)) = In(1) = 0, donc
la propriété est vérifiée. Et si on la suppose vraie au rang n, alors g((n+ 1)x) = g(nx+x) = g(nx) + g(x) =
ng(x) +8(x) = (n+1)g(x).

(d) Supposons x = g, avec p et ¢ deux entiers strictement positifs. Alors g(gx) = g(p) = pg(1), et par ailleurs

8(gx) = qg(x), donc gg(x) = pg(1), puis g(x) = Lg(1) = xg(1).
(e) Notons a = g(1), on sait déja que g(x) = ax pour tout nombre x rationnel positif. Si x est un réel positif non

rationnel, il est limite d’une suite ( x,, ) de nombres rationnels, donc g(x) = lim,_, ;g (x,) = lim,,, 1 ax, = ax,
ce qui prouve que g(x) = ax sur [0, 40| tout entier.

(f) Puisque g(x) = ax =1In(f(1/x)), on a f(1/x) = e pour tout réel positif, soit en faisant un minuscule changement
de variable f(x) = ™. Par parité de f, cette expression reste valable sur R™. Réciproquement, toutes ces
fonctions sont bien solutions (toutes les fonctions linéaires sont clairement solutions de I’équation vérifiée par g ),
et on retrouve en particulier la fonction constante égale a 1 lorsque a = 0. 1l faut par contre ajouter a cet ensemble
la fonction nulle qui n’en fait pas partie.
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Exercice 2 : une famille de fonctions

1. Toutes les fonctions f, sont de classe C* sur R, de dérivée £/ (x) = —ex" +ne *x" ! =e*x¥" ! (n—x). Sur [0, 4|,
le signe de cette dérivée est simplement celui de n — x, donc f, est croissante sur [0, 7] et décroissante sur [n+co |, avec
pour maximum f,(n) = e "n" = (2)". De plus, f,(0) =0 (sauf pour n =0 ol on a f, qui atteint son maximum
de hauteur 1 en 0 ) et lim,_, o f»(x) = O par croissance comparée. On dérive une deuxieme fois : f)/(x) = e *x" —
2ne X"t n(n—1)e ™ x"2 = ey 2 (x2 —2nx+n*— n). La dérivée seconde est donc du signe du trindme x> —

2nx +n® —n, qui a pour discriminant A = 4n> — 4 (n2 — n) =4n

et pour racines x| = 2"722 i \/n et x, = n++/n. En oubliant le cas n = 0 (ou la dérivée seconde est positive et
la fonction convexe), on a donc deux valeurs d’annulation de f” qui sont toutes les deux strictement positives, I’une
inférieure a n et ’autre supérieure a n (dans le cas ou n =1 on aura x; = 0 ). On n’essaiera pas de calculer les valeurs
de f, aux points correspondants car ¢a ne se simplifie pas vraiment.

2. . Rappelons simplement que la courbe de f; est convexe, celle de fi concave sur [0, 2] puis convexe sur [2,4oo[ (avec

pour maximum f;(1) = 1), et celle de f> concave uniquement sur [2 — /2,2 + /2], avec pour maximum f»(2) = ;%.

Signalons enfin que f;(2 ) %. On a indiqué par de gros points oranges les points de changement de convexité :

0 :
0 1 2 3 4 5

3. Par définition, Ly(x) = " fo(x) = e*e ™ =1, puis L; (x) = € f{(x) = e*e*(1 —x) =1 —xet

X

X
1
Ly(x) = %fé’(x) = %e*x (¥ —dx+2) = Exz —2x+1.

4. Pour n = 0, la somme contient un seul terme égala 1. Pourn =1, elle vaut 1 + (}) x (—x) = 1 —x. Enfin, pour n = 2,

on calcule 1 — (?)x+ ( ) =1-2x+; 1x2. Ces formules correspondent bien aux calculs de la question précédente.

5. En posant g(x) = e et h(x) =x", on a f,(x) = g(x)h(x). On peut alors appliquer la formule de Leibniz pour calculer

f,g") : g™ (x) = (=1)ke™ (on change le signe a chaque dérivation) et A (x) = (nf’k)!x"*k (calcul classique, on fait

une récurrence si on veut vraiment étre hyper rigoureux). On en déduit que fn(”> (x) = Y0, (2) 2@ (X)hH) () =
—Dferit i 1)k
Yioo (Z)W,pmsg( )= n,fn )(x) = n O(Z)( ;{)'x .

6. On constate simplement que f,,+1(x) = xf,(x), et on applique la formule de Leibniz, en ne gardant que les deux premiers

termes puisque les dérivées ultérieures de I’identité vont s’annuler : f "+1 ( )=x f,g"H)(x) +(n+1) fn(n) (x).

7. Par définition, an J(x) = (n+ 1)le *L,1 (x). De méme, f"(x) = nle*L,(x), donc £V (x) = —nle "L, (x) +
nle *L! (x). En reportant ces formules dans 1’équation obtenue 2 la question précédente et en simplifiant par n ! et par
e—x,ilreste (n+1)Ly41(x) = —xLy(x) +xL},(x) + (n+ 1)L, (x) = xL,(x) + (n+ 1 — x) L, (x).

(n+1)!
k=D kI(n+1-k)!"
Par ailleurs, toujours en exploitant la formule de Pascal (mais dans un sens un peu inhabituel, ("H) ( ) ( ) donc

8. Viala formule de Pascal, on peut écrire (}) +(," ) = (”+1) donc (kjl)! () + (kll)! (") = G 11) ("2_1)

DS n°6 2/5 Lycée Leconte de Lisle



MPSI Samedi 21 février 2026

w(wl) _ w(n) — M( n ) - (n+1)n! _ (n+1)!
K\ k k \k) = kU \k—1) T R n—krD)! — k(=) (nt1—k)!
I’égalité demandée.

En réorganisant les termes, on vient de démontrer

9. On procede par récurrence. Le résultat pour n = 0 a déja été vérifié a la question 4, supposons donc la formule correcte

au rang n, alors on peut écrire L, (x) = Y}_, (’]Z) (;%)k X kxk= =Y ( ) 1)) ¥=1_On calcule alors, en exploitant bien
entendu le résultat de la question 7,

n k n n _1\k n n _1\k
(n+ D)Ly (x Z() ) +(n+1)2(k)( kll) xk—Z(k>( kll) et

k=0 k=0

avec un pet it décalage d’indices sur la derniere somme (le (—1)¥ n’a pas été modifié mais le signe devant la somme
changé pour compenser). On peut regrouper tous les termes d’indice compris entre 1 et n (et sortir les autres des

sommes) et utiliser la question précédente pour obtenir L, (x) = (n+1) Y}, ("+1) o k4 (n+1)+ i " (les
deux termes sortis sont ceux d’indice 0 de la somme du milieu, qui vaut donc n+1 et celui d’indice n+ 1 de la somme
de droite). Il ne reste qu’a diviser par n+ 1 et constater que, miraculeusement, les deux termes sortis se réinserent en
tant que terme d’indice O et terme d’indice n+ 1 dans la somme pour donner exactement la formule prouvant I’ hérédité.

10. On peut utiliser les relations obtenues en cours d’exercice, mais on peut aussi bourriner salement puisqu’on a une
formule explicite. On a déja calculé L ( ) sous forme de somme plus haut, constatons donc que L;(x) — L) (x) =
-1 1 1 1)t (=) -
Ty () — Bt () bt = () et S = i () Sk S — 1 ()
(encore une fois, le changement de s1gne lors du décalage d’indice est compense par le fait qu’on ne modifie pas le
(—1)* dans la somme).

Exercice 3 : Suites récurrentes et matrices

(1 =1 (20 (-1 -1 ,\2_(—1 —1)(—1 _1>_ .
1. N=A 212—(1 3) (0 2)—< 1 1)douN— 1 1 1 1 = 0, donc| N est nilpotente

2. A=N+2h et N et 2], commutent, on peut donc appliquer la formule du bindme de Newton.

n n 1
Vn>2,A"=(N+2h)" =Y} (Z) N@R)"F =Y (Z) 2ENE= Y (Z) 2" KNE  car k > 2, NF = 0,

k=0 k=0 k=0
Donc A" = 2" +n2""'N = 2"L + n2" (A — 2b) soit | Vn > 2, A" = (1 —n)2"L, +n2""'A

On constate que la formule est vérifiée sin =0oun = 1.

Upt] = Un — Vn Up+1 _ I -1 >< Up ) _
3. VreN, { Vng1 = Un+ 3V, <:)< Vit >_( 1 3 Vi = Un1 =AU

(U,) est donc une suite géométrique de raison A et de premier terme Uy donc ‘ Vne N, U, =A"Uy ‘

Dot U, = ((1 —n)2"L +n2" 'A)Uy = (1 —n)2"Uy + n2"~'AUj soit | Vn € N, U, = (1 —n)2"Uy +n2""'U;

4. VneN, ( tn >:(1—n)2"( 1o )+n2"—1< “ )
Vi Vo Vi

soit Vi € N, u, = (1 —n)2"up+n2" 1uy et v, = (1 —n)2"vo+n2" v,
Orug=vp=1doltu; =uy—vy=0etv :u0+3vo:4d’oi1‘Vn€JN, up = (1—n)2"etv, = (n+1)2"
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Probléme : Analyse

A. Etude d’une premiere fonction.

1. Comme Arctan (0) = 0, la fonction f est exactement le taux d’accroissement de la fonction arctangente en 0 . Sa limite

est donc égale a Arctan’(0) = : +102 = 1. On va donc effectuer le prolongement par continuité en posant f(0) = 1.

2. Lafonction f est paire comme quotient de fonctions impaires. Si elle est dérivable en O , on a donc

— s —Arctan(x)  x— ( 1 +x2) Arctan (x)

3. Calculons : Vx # 0, f'(x) = 12— = 2000
4. Effectuons donc une IPP en posant u(z) =t (et donc u/(t) = 1), et V/(¢) = (14:7)2 ol on peut reconnaitre une dérivée
d’inverse et prendre v(t) = —%1%2 On obtient alors
2 [1zr1x1 1 x 1 1,
———dt=|—=>——| +5 [ ——dt=—=—"—+ = Arct = ——x*f'(x).
/0 (112 2142, 2 )y 142 ST Ty A () = 5 ()

5. Dans I’égalité obtenue a la question précédente, 1’intégrale de gauche est positive si x > 0 (intégrale d’une fonction
positive entre deux bornes placées en ordre croissant), donc f’ est négative et f décroissante sur |0, 4o [. Par parité
(ou en faisant la méme étude de signe), elle sera croissante sur ] —oo, 0. On peut donc dresser le tableau de variations
suivant (les limites s’obtiennent car la fonction arctangente est bornée sur R ):

X|—oo 0 —+o0

1o >N 0

34

/\

B. Etude d’une deuxiéme fonction.

1. Sachant que f est paire, en effectuant le changement de variable évident u = —t,g(—x) = —% Jo fdt ==L [§ —f(~u)du=

X
L[5 f(u)du = g(x), donc g est également une fonction paire. Une autre fagon de voir les choses : sans le facteur 1, g
serait la primitive de f qui s’annule en O , qui est une fonction impaire. Avec le produit par %, on retrouve bien une

fonction paire.
2. La fonction g est rien en fait le taux d’accroissement en O de la primitive de f s’annulant en O , donc
limg(x) = lim f(x) = 1.
x—0 x—0
On peut a nouveau effectuer un prolongement par continuité en 0.

3. L’encadrement est évident pour x = 0. Supposons x > 0, alors f est décroissante sur I’intervalle [0,x] donc, Vr €
0,x], f(x) < f(r) < 1. On peut intégrer cet encadrement entre 0 et x pour en déduire que xf (x) < [y f(#)dt < x, donc
en divisant tout par x qui est positif, on trouve bien f(x) < g(x) < 1. Six < 0, la parité de toutes les fonctions permet
d’obtenir le méme encadrement.
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4. Notons F la primitive de f s’annulant en 0 . Puisque g(x) = M ,onag (x)= X)XZF(X) =/ (x);g(x) Comme on vient
é

de prouver qu’on a toujours g(x) > f(x), cette dérivée est du 51gne opposé a celui de x. La fonction g est donc, comme
f, croissante sur ] —eoo,0 ] puis décroissante sur [0, +oo].

5. On peut tres brutalement majorer la fonction Arctan par 2 pour obtenir 1 f L f(t)dt dt nln( ). Par croissance
comparée cette expression tend vers 0 , et comme } E)dt 0, le théoreme des gendarmes permet de conclure.

D’autre part, lim,_, ;o % 01 @dt = 0 (U'intégrale étant constante, c’est évident), il suffit d’additionner cette limite a la
précédente pour en déduire que limy_, ;o g(x) = 0.

C. Une suite récurrente.

12 —1)2 . . . .
1. La positivité est évidente. De plus, ; +x2 — % = 22"(1 Jlrxzx) =— 2(261 +)22) < 0, ce qui prouve la majoration souhaitée.
. c : — Arct 1-f 4
2. Lintégrale censée majorer |g'(x)| se calcule : g : -IHZ =3 L1 — 1+z2 == ) — {C ™) Or, on a prouvé

_ @@l o 1-f()
| <

plus haut que |g’(x) a cause de I’ encadrement de Ia question B.3. En exploitant désormais la

question précédente, on en déduit que |g'(x)| < L[y bdt = x2 X 4 = 1. Bien entendu, la fonction g’ étant impaire,
I’inégalité reste vraie si x < 0.

3. Posons donc A(x) = g(x) —x, la fonction & est dérivable sur R et 4/ (x) = g'(x) —x < 0 puisque g’(x) < 1. La fonction h
est donc strictement décroissante sur R. De plus, lim,_, . g(x) —x = —eco d’apres la question B.5, et lim,_,_ g(x) =0
par parité, donc lim,_, . h(x) = +eo. La fonction & effectue donc une bijection de R dans R et en particulier s’annule
une seule fois, ce qui prouve que g admet un unique point fixe a. Enfin, on calcule 2(0) = g(0) =1eth(1) =g(1)—1<
0 (puisqu’on sait que g(x) < 1) pour en déduire que o €]0, 1 ] (théoréme des valeurs intermédiaires).

4. On peut appliquer I'IAF sur I’intervalle R aux valeurs x = u, et y = o pour obtenir directement |g (u,) — g(ot)| <
1 |un — @], soit [uy41 — 0 < §|u, — . On prouve ensuite par récurrence que, Vn € N, |u, — | < 47 [up — | (on ne
peut pas faire plus précis sans connaitre la valeur de up ). L’initialisation pour n = O est évidente, et 1’hérédité

également en exploitant 1’inégalité obtenue grace a I'IAF et I’hypotheése de récurrence: |u,1; — 0 < Alf|u,, —al <
\uo 06\

Ix hlug—a = 4,,% |up —a|. L’encadrement 0 < |u, — | <
d’affirmer que lim,_, ;o |u, — | = 0, et donc que

permet alors, via le théoreme des gendarmes,

lim u, = d.
n——+oo
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