MPSI

Samedi 4 octobre 2025

1. Soit x € R, on distinguera les 3 cas suivants : x < —3, puis x € |—

Exercice 1 : Questions indépendantes
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,3],Zpuisx>;

Six<-3 alors 2x—=7| < |x+3| < —2x+7 < —x—3 < 10 < x ce qui n’est jamais possible dans ce cas.

Si-3<x<? 5 alors [2x — 7| < [x+3| & —2x+7 < x+ 3 < 4 < 3x ce qui est donc vérifié si et seulement si x € [%72]

Six <1 alors|2x—7| <

2. cos(2x) = § <> cos(2x) = cos(%) & 2x = +I[2n] < x

3. cos(2x) = cos(x)? < 2cos?(x) — 1 = cos?(x) < cos(x)

4
S= [?10}

=+3(n]

lx+3| < 2x—7 < x+3 < x < 10 ce qui est Vérifié si et seulement si x €]7,10] Conclusion :

s={F+imkezju{ = +hnken} = ({ZTH+r2U({-Z}+72)

S =77

=41 < x=0[2x] ou n[27| & x

= 0[r] donc

4. U, ={z€ ©C/7" = 1} est constitué de n complexes qui sont tous de la forme e’ pour k €[0,n—1]

Exercice 2 : Trigonométrie

1. (E)estdéﬁniessi2x;7ég[n] etx;‘ég[ ] ssix # — [ ]etx;‘é 7]

2tanx
E)<— ———
(E) 1 —tan?x :
<—tanx=0 ou tanx=-— ou
o V3
<= x=0[n] ou x:g[n] ou

Conclusion :

2. (I) <= cosx—

1
<:>cos(x+§) >——<=JkeZ,

Sur [0,2m],

= 3tanx < 2tanx — 3tanx(1 — tan’x) =

1
tanx = —

V3

0 <= tanx(3tan’x — 1) =

2

(I)<=x¢€ [O,g[u]n,m]

3

3

b8 b8
(E)<‘:>XEO[TC] ou x:g[ﬂ] ou x:_g[n]
~ 1 3. 1 T . m
3smx>—1<:>§cosx——2 s1nx>—E@cosfcosx—smfsmx>——

1

2
27 T 2. o4
—?+2k7t<x+f < —42kn<= ke, —Tn+2%kn<x< - +2kn

3
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Exercice 3 : Etude d’une fonction

1. Continuité et limites

(a) cothest définiessie’ £e ™. Oref =e ¥ <= > =1 <= x=0.

Donc coth est définie ssi x # 0 et .

coth est dérivable et donc continue sur D par composition de fonctions dérivables sur D.

(b) D est symétrique par rapport 2 0 et pour tout x € D, coth (—x) = &+ = — coth (x) donc

e—X—eX

‘ coth est impaire ‘

_ (e g _ (e )
(c) Pour tout x € D, coth (x) = () = 1o ©t coth (x) = @) 1

. . —2x . _
(d) e limy ;o coth(x) =lim,_ e % =1carlimy e x—.

La droite (A) d’équation y = 1 est asymptote horizontale a la courbe en +-oo.

o lim,_, ., coth (x) = limy_, 0o S} = —1 car lim,_,_,e> = 0.
La droite (A’) d’équation y = —1 est asymptote horizontale a la courbe en —oo.
e lim,_,o+ coth (x) = lim,_,q+ % = oo car lim,_,o+ (1 —e %) =07 car e < 1 pour x > 0.
lim,_,o- coth (x) = lim,_,(- {J_FZ:Z = —oo car lim,_,o- (1 — e‘zx) =0~ care > > 1 pour x < 0.
L’axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe en 0.
2. Etude des variations
(a) Pour tout x € D, coth’(x) = —ﬁ <0
(b) Tableau de variations
X |—oo 0 400

coth’(x) — —

+oo
coth(x)|—1 ™~ —1

(c) Courbe de la fonction coth :

v
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Exercice 4 : Somme trigonométrique

4 e +e Y 40 2i0 —2i8 —4i0
l. cos"(0) = ———— :E(e + 460 L6+ 4e +de )

1
cos*(8) = - cos(40) + 3 cos(20) 4 =

n

T
2. L’énoncé initial était : Calculer Z cos*(kB) pour 8 € ]O, 5 [

k=0
i cos* (k@) = i" (1 cos(4k0) +3 1 0s(2k0) + ) Z Re (™*9) + ! i Re (¢24%) + i 3
k=0 =0 \8 25 =08
1 - 419 L 219 3
= gRe (1;)(6 >+ Re <¥ +3 (n+1)
Sige }0, g [ alors 40 € ]0,27] et 20 € ]0,x[ donc ¢® £ 1 et 2 # 1
n 1 1 — gliln+1)8 1 1 — @2i(n+1)6 3
4 _
1 Q2i(n+1)8 ,=2i(n+1)0 _ ,2i(n+1)8 1 i +1)8 ,—i(n+1)8 _ ,i(n+1) 3
=gRe | —m o—210 _ ,2i0 toRel —% o—i0 _ oi0 + g(” +1)
1 o sin(2(n+ 1)6)) 1 ( aosin((n+ 1)9)) 3
—_R 2pi@ P\ T L)V “R ing S\ 1Y) > 1
8 e@ sne) ) taRe e e ) st

ZCOS (k0) gcos(2 6)M+lcos(ne)w+

. 3
t —
ot sin(20) 2 sin(8) 8

Exercice 5 : Sinus hyperbolique

Soit p € N*. On pose f(x) = ¥ — x — 1 et pour tout n > 2,

o fa)

k=n

1. \/x—;;a<1<:>0<x—;;a<1<:>0<x+a<b<:>’—a<x<b—a‘.

2. f est définie ssi \/

Orb>2adoncb—a>ad ol —a < a<b—a<b+a. On obtient finalement que ’ f est définie sur [a,b — d] ‘

Klssi—a<x<b—aeta<x<b+adapres 1.

3. Comme les fonctions racine carrée et arcsinus sont strictement croissantes sur leurs ensembles de définition, on en
déduit que ’ f est strictement croissante sur [a,b — d] ‘
De plus f est continue sur [a,b — a], ¢’est donc une bijection de [a,b — a] dans [f(a), f(b—a)].

Or [f(a),f(b—a)] = [Arcsin \/?,ng Arcsin W}
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2 /2 T Ib—2
Comme 0 < ?a < 1 dou Arcsin e < —. De méme b —2a > 0 donc Arcsin b a > 0.

b 2
T [2a T [b—2
On en déduit donc que 5 € [Arcsin ?a’ 5 + Arcsin Ta et d’apres le théoreme de la bijection que
I

I’équation f(x) = 5 admet une unique solution | .

4. sin*(a) +sin®(B) = sin* ot + sin’ (g — 0() = sin®(at) 4 cos?(c) donc | sin®(ar) +sin®(B) = 1

x a Xap—a I
5. x4 est défini par :  Arcsin W + Arcsin \/T =5
D’aprés la question préCédente, ona alorS Sin2 (ArCsin W) _|_ Sin2 (ArCSin xa,bb_ a) — 1

b

.. Xab +a Xab —
+

a
soit =1dou

b tab =75

: On remarque que x, , ne dépend pas de a.
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Probléme : calcul de sin(%)

1. On asin(70) = Im((cos(8) +isin(0))”) que ’on développe a 1’aide du bindme de Newton
sin(70) = Im (cos (8) + 7icos®(0) sin(@) — 21 cos®(8) sin*(8) — 35icos* () sin’ () 4 35 cos® (6) sin* (8) + 211c052( )sin’(8) —
donc sin(0) = 7cos®(0)sin(8) — 35cos*(8)sin*(0) + 21 cos?(0)sin>(8) — sin’ (A) Comme X = sin(0) et cos?(0) =
1 — X2 on trouve
sin(70) = 7X (1 —X?)* —35X3(1 — X?)* +-21X°(1 — X?) - X’

en développant cela donne sin(70) = 7X (—X% 4+ 3X* —3X% +1) - 35X3(X* —2X2 + 1) + 21X>(—X% +1) —

sin(70) = —64X" + 112X° — 56X° +7X

2. On a X(B) = sin(0) (on explicite la dépendance de X en la variable 8). Mais comme sin est impaire, on a X(—6) =
-X(0)
On a ainsi sin(—70) = P(X(—8)) = P(—X(0)) mais aussi sin(—76) = —sin(76) = —P(X(0)), donc on a P(—X) =
—P(X) (ceci est valable pour tous les réels s’exprimant comme le cosinus d’un angle, i.e. pour tous les X € [—1,1],
mais 1’égalité est donc vrai pour les 2 polyndmes)
Ceci permet de confirmer le résultat de la premiére question car on y avait trouvé un polynéme s’exprimant exclusive-
ment a I’aide des puissances impaires de X

3. En considérant = ¥ on a X =sin(%) = 1 et comme sin(76) = sin(Z*) = —1 on en déduit que P(1) = —1.
Avec le polyndme trouvé a la question 1, on avait

P(1)=—-644+112—-56+7=—
ce qui permet de confirmer le résultat

4. On pose a = sin(Z), alors sin(Z) = —64a’ + 112a° — 564> + Ta = a(—64a5 + 112a* — 564> +7)
Comme sin(m) = 0 on en déduit que a(—64a° + 112a* — 56a* 4 7) = 0, mais par ailleurs 0 < 5 < 7 donc sin(7/7) # 0
ainsi —64a% 4 112a* — 56a* +7 = 0. On pose enfin A = a? et on constate que

—64A% +1124%2 —-56A+7=0

On adonc A € {ry,r,r},ie. a* € {r;,r,r;} comme ces 3 valeurs sont positives, il y a 6 valeurs possibles pour a :
a € {x./r1,£/r2,£,/r3}, mais comme sin(%/7) > 0 on peut en déduire que a € {,/71,/72,1/73}

5. On fait le méme raisonnement en posant b = sin( 37“) car sin(31) = —64b7 +112b° — 56b° + 7b = b(—64b° +112bh* —

56b% +7) mais sin(3w) = 0, or comme b > 0 (car sinus d’un angle compris entre 0 et ) on en déduit que —645° +
112b* — 56 47 = 0 et donc —64B> + 112B> —56B +7 = 0 ainsi B € {r(,ry,r3}, i.e. b*> € {ry,r2,r3} comme ces 3
valeurs sont positives, il y a 6 valeurs possibles pour b : b € {£,/r{,%/r2,%,/73}, mais comme sin(37t/7) > 0 on peut

en déduire que b € {\/71,+/72,/73}
6. De la méme maniere on en déduit que ¢ = sin(51t/7) vérifie c € {\/r1,+/72,1/73}

7. On constate que ¢ =sin(51/7) = sin(m — 2*) = sin(2m/7). On sait que sin est strictmeent croissante sur [0,%] or

7
0<Z <2 <3 <2 doncsin(2) < sin(F) < sin(frac3n7) ie. a < c <b.

Concluswn
a=+/ri,b=\/rsetc=+/ra
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