MPSI A rendre le 27/10

Correction du DM n°2.

T
1 Calcul de cos 5
Soit I’équation (E) :z° —1=0.

; 2ikm

1.2 =1<=z=¢"5 avecke]-2,2].

2. (@ 2-1=@-1)(-+at+bP+c?+dz+1)=2+(a- 1)+ (b—a)+(c—b)Z?+(1—c)z—1
a—1=0
D PRy S
c—b=0 '

l1—c=0
On pose donc | Q(z) =z* + 22+ 22 +z+1|.
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(b) Pour tout z € C*,

12 1 1 1 b
Ora<z+ Z) —i—b(z—i—z) +c:a<z2+2+zz) —i—b(z—i—z) +c:51124—192—1-(261—i-c)—i—;—i—Zg2
Il suffit donc de prendre a = b =1et 2a+c =1 soitc = —1.

1 5 -1 5
© Z24+7Z—1=0< A= (v/5)% soit| Z = — +2\[0u :;‘[.
_ 0@z) _ , . S
(d) O(z) =0 <+= =~ =0 car 0 n’est pas solution de I’équation.
z
Z=z+1 1 1+V5 1 —1+V5
= z =it -=— 1 -—=—(2
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I++v5
(1)<:>z2+< 2\f>z+1:0
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= A= +V5 —4:L<OdonCA: ii\f
2 4 2
1+v5+iv/10-2V5 5 1+v5-iv/10—2V5
= — g u = — =
Z 4 <1 < 4 22
1-+vV5
(2)<:>z2+( 2f)z+1:0
2 2
1-+v5 2v/5+10 V10+2v/5
— A= VEY g 210 G onean (1Y10F2V5
2 4 2
1—V5+iv/10—2v/5 1-v5-i\/10—-2V5
4 4
Conclusion : ‘ 0iz) =0<=z€{z1,22,23,24} ‘
3.0rQ(z2) =0 =1letz# 1 donc Q(z) =0<=>z€{e 5,6 5,e5,e5 ).
2 4 4 2
De plus, 0 < ?n < 5 < ?TC < 1 donc cos%t <0<Cos?7t car cos est strictement décroissante sur [0, ]. cosg =

Correction du DM n°2 1/3 Lycée Leconte de Lisle



MPSI A rendre le 27/10

cos <TC 475) cos47t et s'nTc sin (TE 47t> s'n47t
- | =- — In— =si —— ] =sin—.
5 5 5 5 5

T 2n W . 2T . 4w . . . T
Oor0< 3 < 5 < 5 donc sm? > sm? > 0 | car sin est strictement croissante sur [O, 5}

On en déduit que

2t V5-1  4n m_ 14VS 2 VI042V5 L dn L m V10-2V5

COS?: 2 ,COS?:—COS§:— 2 m 3 —#,Sln 3 3 4

2 Cosinus hyperbolique

1. On a ch’ = sh qui est strictement positive sur R*™* et strictment négative sur R™* donc ch est strictement décroissante
sur R~ et strictement croissante sur R+

2. Cetintervalle est R"
3. ch est continue sur R™* qui est un intervalle et yu est strictement croissante. D’apres le théroéme de la bijection

(a) ch(R™) estun intervalle. Comme ch(0) =1 etx - coch(x) = +eoona ch(RT) = [1,4oo]
1m

(b) ch réalise une bijection de R vers [1,;nf1y]

(c) Saréciproque que I’on notera Argch est continue sur [1, 0]
4. L’ensemble de défintion de Argch est donc [1,00]

5. On a ch’ = sh qui ne s’annule qu’en 0. On peut ainsi appliquer le théoérme de dérivation d’une fonction réciproque

sur R** et’onaVx € R | .
Argeh’(x) = =
rech’(x) ch’(Argch(x))  sh(Argch(x))

Mais d’apres la relation ch? — sh? = T on en déduit que sh (Argch (x))? = 1 +x? donc sh (Argch (x)) = £v/14x2 de
plus, comme Argch (x) < 1 son sinus hyperbolique est positif, donc sh( Argch (x)) = +v/'14x? et I’on conclut

1

Argch’(x) = i
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7. Soity € R

 Siy < 1:1’équation ch(x) =y n’admet aucune solution, en efft ch est minorée par 1.
e Siy=1:1équation ch(x) =y admet une unique solution qui est 0
» Siy>1:1’équation ch(x) =y équivaut a
e +e ™ =2y & e —2ye* + 1 =0 en multipliant par e
On pose ensuite x = ¢* alors ch (x) =y <> X? —2yX +1 =0, A=4y?> —4 =4(y* — 1) ce discriminant est strictement

.. . : . 2y+4/4(y2—1 . ..
positif car y > 1, donc il y a deux solutions qui sont yf(y) = y++/y? — 1. Ces deux solutions sont positives
car

0<y>—1<y?>donc+/y2—1<yainsiy—+/y2—1>0

Soit y € R. Résoudre 1’équation ch (x) = y en exprimant les solutions a I’aide de la fonction In lorsqu’il y en a (préciser
les valeurs de y pour lesquelles il y a des solutions et donner leurs nombres.) On a donc ch (x) =y admet deux solutions
sIn(y—+/y?>—1) etIn(y++/y*—1). Cela est tout a fait normal : ch étant paire, y posséde deux antécédents opposés
’un de I’autre, donc le plus petit des deux antécédents correspond a — Argch (x) et le plus grand a Argch (x)
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