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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est un cahier de calcul, basé sur le programme de mathématiques collége/lycée ainsi que sur le
programme de premieére année post-Bac. Il ne se substitue en aucun cas aux TD donnés par votre professeur
de maths mais est un outil pour vous aider a vous améliorer en calcul.

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1'on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque I'on apprend un instrument, on doit calculer
régulierement lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :

e Un sommaire vous permettant de voir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches et de noter celles que vous
avez déja faites ou pas.

e Une partie de calculs élémentaires, faisables des le début de la premiére année, centrée sur les calculs
« de base » : développement, factorisation, racines carrées, fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple,
mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours fréquent, méme en spé, méme sur les copies de
concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul vous facilitera grandement la vie!

o Une partie liée au programme de premiere année : sont indiqués précisément les chapitres nécessaires pour
pouvoir aborder chaque fiche de calcul.

o Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calcul est organisée ainsi :

o Une présentation du théme de la fiche et des prérequis (notamment, pour des techniques propres a certaines
filieres, on précise de quelle filiere il s’agit)

o Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est

symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.
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Comment ’utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.

Choisissez les calculs que vous faites en fonction des difficultés que vous rencontrez et des chapitres que
vous étudiez, ou bien en fonction des conseils de votre professeur de mathématiques.

Pensez aussi a 'utiliser a 'issue d’'un DS ou d’une colle, lorsque vous vous étes rendu compte que certains
points de calcul étaient mal maitrisés.

Enfin, ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans 'ordre, mais en
fonction des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Privilégiez un travail régulier sur le long terme plutdt qu’un objectif du type « faire 10 fiches par jour
pendant les vacances » .

Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention a l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par vous-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme, mais si vous étudiez sérieusement les fiches de
ce cahier, vous verrez assez rapidement des progres apparaitre, en colle, en DS, etc. Une bonne connaissance
du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, ¢’est un trés beau tremplin vers la réussite en prépa ou

dans vos études!

Une erreur 7 Une remarque ?

Si jamais vous voyez une erreur d’énoncé ou de corrigé, ou bien si vous avez une remarque a faire, n’hésitez
pas a écrire a I’adresse cahierdecalcul@gmail.com. Si vous pensez avoir décelé une erreur, merci de donner

aussi 'identifiant de la fiche, écrit en gris clair en haut a droite de chaque fiche.
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

— Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).
) 32 ) 2771 % 42
) o e e
40 © gagot
1 —9 2k+1 32k71
B) 83X o e q EXTT xS
42 4k x 3—k+1
— Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
e e — X — XDH ...
Y 173 ) 55 X1~
2 2 6
b) = =02 ... d) —— = (—=) ...
) 3 ) 15 ( 5)
alcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
1 1 1 1
2 X 3 X O X ) (= = = b o) e e
2 JG+s+z+z)
b) 136 28 . 62 o 21
15 3 10 G TCTTTeeeeeeeTeeneereeseesei
) 510 x 73 — 25% x 492
C) e
(125 x 7)3 + 52 x 143
Q) 1978 x 1979+ 1 980 x 21 + 1958
T 080X 1 070 — L 078 )L 070~ ' " ottt esee e
Calcul 1.4/ — Un petit calcul. ]
) 05—-24+=2 05—24+1-02
Ecrire = 517 537 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........
2 — %+ 35 f—2++5—35
6 17 ' 37 54713 )
— Le calcul littéral a la rescousse. 00

En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.

2 022 1235 x 2469 —1 234
a) ) ————————————— ..
(=2 022)2 + (-2 021)(2 023) 1234 x 2469 +1 235
b 2 0212 d) 4 002
) 20202 4+20222 -2 1000 x 1002 —999 x 1001 "
4 Fiche n° 1. Fractions



— Les fractions et le calcul littéral. 00

Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.

) ! + ! ! e N*
a CFSERETS Spour 7 € N
3_ 3 b2
b) (a el (a+ b) pour (a,b) € Z?, distincts deux & deux. ...................oon..
a— a—
6(n+1)
n(n—1)(2n—2 *
c) % pour m € N*\ {1}, oo
n2(n—1)2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. )
,n2
2. k (p+1)
Simplifier k:o pour tout n € N*| en utilisant la formule 1 +2+---+p = Z% .....
Sk
k=0
— Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. )
. b
Soit k € R\ {1} et € R\ {2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + ¥ aveca et b entiers et X € R.
29 k 3z —1
— .. b) —— ... ..
7 G - A
— Un produit de fractions. ')
1 1

Soit t € R\ {—1}. On donne A =

- t B = (1+t2)(1+1t)>
1+1¢2 (1+t)2e 1+ )1 +1)

Simplifier AB autant que possible. ....... ...

Comparaison
— Regles de comparaison. L)
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 1210 125 105
a) 55 ......... b) ﬁﬁ ...... C) Eﬁ
— Produit en croix. o
33 215 104 348
Les nombres A = 66 317 et B = 508 341 sont-ils égaux? Oui ounon? ....... ... ... ... ... ......
— Produit en croix. L]
100 001 1 000 001
A= —— =—————atonA>B, A=BouA<B? ...........
On pose A = 37550001 © 10 000 001 ~ om A= B on A<
Réponses mélangées
-1 ab 12 10 1 nd+n 1
— 2 3 — > — = 247 1 000 —
w17 0 4 st s 7 o R T
2 2 022 — = 2 = - = -
! 0 3 5 Ti—z " m 5 6 579
5 16 1 125 105
4+ = A>B 1 — 2° —2 x 332 N 14— —_——=
G ” 35 X3 on R T

» |Réponses et corrigés page |39
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Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)5
10°-10% .......... T, —_—
2) ) 1 ®) 05109
1075 3)=5. 105
b) (10°) ..o ) p GO 107
10_3 103 . 10_5 ......
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 65
a) 3t.5% c) SECIRLLRRLIRREREE e) PRIRREERTEEIPRES
— _ (304)7
b) (5°)7% ... d) (=7)?%-(-7)75 f) SIS R
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 3”7, ot n et p sont deux entiers relatifs.
23.32 322 4 321
Q) e C)  Tor o e
34.28.6-1 322 _ 321
2 (_o9\4)8
b) 221 42% d) (3(—2))_2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
((=3)°-29)
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
|17 .66 1272 . 154
Q) s e C) oo e
9—3.942 252 . 184
) 552 .12172.1252 a) 363 - 705 - 102
975 GOG=Z . g5d e 148 982 56
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum 1’expression en fonction du réel x.
T 2 2 x? 28 222
a) - — c) ——
r—1 z+1 22-1 22—z x¥+a22 xP-—=x
2 1 8 1 x+2 2
b -t d) " +——4+—— .
) x4+ 2 x—2+x2—4 ) .17+$2—4 72 — 21
Réponses mélangées
T 4 2z 221 .3 1015 11 5—6 238 . 326
z+1 z+1
10? 108 1072 274.371 26.5 35 (=7)72
2 4 7 -8 10 1 28
10 8 2 10 3 3 2
r—2 r—2

» |Réponses et corrigés page |42
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Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira
directement le résultat. La variable z représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 ()
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
1\3
a) (21;2) .................... d) (e+1)*@-1)(22+z+1) ...
2
b) (z— 132 +a4+1) ) (=17 (z+1)(@*+z+1) ...
C) (x—|—1)2(1’—1)(x2—x—|—1) f) (1}2+LL‘+1)(I’27I+1) .......
o

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .

a) (x—2)°%(-2?+32-1) = 2z - 1)@ +2) .ot

b) (224 3)(52 — 8) — (22 — 4)(5Z — 1) +\ e

c) ((1‘+1)2(x71)(m2fx+1)+1)xf:c6fx5+2 .......................

) (@+D(@—1)2 =22+ 2 4F1) o

Factoriser

Calcul 3.3| — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o

b) 25 — (102 4 3)% oo

¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..

Fiche n° 3. Calcul littéral 7



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique.

Factoriser les polyndémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

canonique de az? + bz + c est a

— Avec plusieurs variables.

(

o
b\? b2 —dac .
.T-i-%) —T] (ot a # 0).
d) 32247z +1 ..o,

e) 2x%+3x—28

f) —522 + 62 —1

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

Calcul 3.6| — On passe au niveau supérieur.

e) 2P+ a%y+22°+2ryt+aty ..

f) y*(a® +b%) + 162 (—a® — b?) ..

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

c) zt+a?4+1

d) (ac+bd)? + (ad — be)?

e) (ap+bq+cr+ds)® + (ag—bp —cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

1422+ 322 + 223 + 24

3 1
3 _@2,9 1
8x 6x +2x 3

2+ 2% — g — 2 ¥ —a® —a® +1 (@* +2+1)(2* —2+1)
— /2 VP
2(m+¥) (m+ ¥> 23z —4)(10z+3)  1+z*  (2—-1D(z+1)(2? +1)

(a> + 02+ 2+ d*) (P* + ¢ + 17 + %)
—1—-3z—32%2+ 23

=2t -t 4201

-2+ 122 — 1722 + 82°

—8(2? + 1) (z — 4)(z + 4)

(a® +b*) (y — 42?) (y + 42?) (z+1)(z+2)

(z+y—2)(r+y+2) 4(5x + 4)(—5x + 1)

e+ +1 314z + 3y)(—4x +y) (z+Dy+1)
(x—1)2 (z+y)(z+1)2 —6(6z +7)
—5(x — 1) (x — %) (a® +b?)(c* + d?) (x—1)(y—1) (z+2)?
— 3z 42ttt —20 -1 2 -3+ 2? -1 —28 + 21x
3(m+%3_7) <x+ %3_7) “8(z + 1)(z + 16)

» [Réponses et corrigés page |44|
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Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Calcul 4.1 — Définition de la racine carrée.

Simplifier les expressions suivantes en simplifiant les symboles /- qui peuvent I’étre (et en prenant a ne pas se
tromper sur les signes).

Premiers calculs

004A

a) V(=B)2 d) \J2=VD2 .
b) (V3—=1)2 .o e) (B—m)2
c) (V3—=2)2 .. f) (3—a)® ..
— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2VB)2 e) B+VNEI-B-V7)? . ...
4
b) 24V f) ( 2\/5) ....................
2
c) VA+2V3 g) (5 - ﬂ) ...................
V3
d) \VI14+6V2 oo, D) (VZ4 V3 + (V232 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
00
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

2 -3 1
B) e e €) e e

242 V2-/3
b) V21 0 V2+/3

;L RARREELNIELEL LR EEE T3 e
0 V2+V3+45 ) 5+2\/6+5—2¢6

—\/5 FIbY- SERLLLLER R g NGV BN, TS
Qo V3-V2 " ( 5v2 )

;30 AL EELELEIELLEERELE 1) e
Fiche n®4. Racines carrées 9



0000
Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.
1
VB3
Calculs variés
— Avec une variable. 00
On considére la fonction f qui & z > 1 associe f(z) = Vo — 1.
Pour tout x > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.
1 f'(@)
a) f(@)+ —— i d) =
Ry ) @
f(x+2>_f(x) "
.................. e) flx)+4f"(x) coovveeiii .
SRR EIE ) Tl
f(x)
¢) CA2f(@) f) Film)
— Mettre au carré. 0o
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/5—\/3—\/5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
— Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) —3_\/5 ........................... d) 3e7E™P
2+ V5
3+Vh
b) V34+2V2 e) 2 2\/_ ........................
2++2 1. V2+1
C) A o f) —ln—— ...
2 -2 2 V2-1
0000

/ 125 / 125
On note A = §/3+ 9+7_ §/—3+ 9+?. Simplifier A

On commencera par exprimer A% en fonction de A. .............. . ...

Réponses mélangées

12V7 A -1?  —(V2+3) 9—13—0\/5 0  _BTV2HVEHVE

2
V2 1+VE 2V2 NeEs 3—al  50-25v3  1+vVz -1
V3—-1  3+V2 1442 2—\/_—\/§+%\/6 5 %xil
_w@—2) e

G-V T V3 VI5+VI0-V6-2 1 2v2 9445

n(14++v2) 1+v3  —V3+2 -3 12 V71-2 3-2V/2

249
142 ~114+5V5 r— a2 —1 10 M 1-vV10+ V15

» [Réponses et corrigés page |46|
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Prérequis

Identités remarquables.

Fiche de calcul n°5

Expressions algébriques

Equations polynomiales

005A

— Cubique. °
Soit @ un nombre réel tel que a® — a4+ 1 = 0.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme za® + ya + z ot x, y, z sont trois nombres rationnels.
a) (a+2)3 ....... ¢) a'? ...,
5 1 1
b) a®—a® ........ d —+— ........
) JERSE
— Introduction aux nombres complexes. o
Soit i un nombre tel que iZ = —1.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme x + iy ou x,y sont deux réels.
a) 3+1)% ... ) 3-1)% ...
b) 3—1)2 ... d) (3—20)°% .............
Calcul 5.3 00
Meéme exercice.
3
a) (4—51)(6+30) ....... ) (—4 + MS) .........
3 3 1 V3 3
b) (243032 3i)° ..... Q) (-3+14)
— Puissance cinquiéme. 00
Soit @ un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :
a) @’ —3a5 +4a% —a+3a—1
b) a'? x a3 x a3 x atB
1234
c) H B
k=0
d) THa+a®+ad+at
99
e) Z A
k=1
4
f) H (2= )
k=0
Fiche n° 5. Expressions algébriques 11



Expressions symétriques

salcul 5.5 — Inverse. ]
Soit  un réel non nul. On pose a = x — —. Exprimer les quantités suivantes en fonction de a uniquement.
T
1 1 1
2 3 4
salcul 5.6 — Trois variables. 000

Soient x, y, z trois nombres deux a deux distincts. On pose
a=r+y—+z, b=zy+yz+zz et Cc = TYz.

Exprimer les quantités suivantes en fonction de a, b, ¢ uniquement.

d) (Y)Y +2)(ZFE) e

e) wlyzdytrr 2Ty o

£) w4 2R

0000

z Yy z
c) (x—y)(x—z)+(y—z)(y—x) Gy T
d a? y? 22
) ORI I 7 T i Rl s ey ST
.’L'S y3 Z3
e) (-T—y)x—z)—i_(y—z)y—x) (z—x)(z—y) .................

Réponses mélangées

—4 + 43iv5 a* +4a® +2 ab — ¢ -1 —9 — 46i a® + 3a 70 +12a+ 7
39 — 18i 18 — 26i 8 — 6i a* — 4a®b + dac + 2> a’+2 3 1
8 + 6i ac 1 0 31 a a®>—1 1 2197 ab — ac — 2b°

—a®>+1 —2ac + b? ab — 3¢ 0 a’® — 2b 4a®> —a—3 1 a® — 3ab + 3¢

» [Réponses et corrigés page |48|
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’'intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles;
e tous les parameétres sont choisis de telle sorte que 1’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices!

Recherche de racines

“alcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. o

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2, —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6+9=0 .....coiiiiiii. £) 202432 =0 ...t
b) 922 +62+1=0 ......cccvviin... g) 202 43=0 ...
¢) 22 4+4r—12=0 ..., h) 2 4+42—-5=0 .....cccoviiin..
d) 22 =52+6=0 .....ccooiiiii.. i) 322 —1lz+8=0.......cccve...
e) 22 —Br=0 ..o j) b4+ 24x+19=0 ...,
— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.
a) 22— 132 +42=0................. d) 22 =82 —-33=0 ..........cuuin..
b) 2 +8x+15=0 .................. e) 2 —(a+br+ab=0 ............
¢) 22 H18x+T7T=0 ....oooiiii.., f) 2 —2ax4+a®—02=0............
— L’une grace a l’autre. ')

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 et TACINE ...........coviiirriiiiieeiiiiiien.n,

b) 722 +23x+6 =0 sachant que £ = —3 €St TACING ... .....covrrriiiieeiiiiiiiaaanas.

¢) ma?+(2m+ 1)z +2=0 sachant que x = —2 est racine ......................ooii...

d) (m+3)2® — (m*+5m)x +2m? =0 sachant que 2 = m est racine .....................

Fiche n° 6. Equations du second degré 13



“alcul 6.4] — Racine évidente.

Trouver une racine des équations suivantes et calculer I'autre en utilisant les relations entre les coefficients du

trinéme et ses racines.

Seuls les deux derniers calculs ne se font pas de téte.

(b—c)2? 4 (c—a) T4 (@ —=D) =0 oottt

a(b—c)z? +b(c—a)T+c(@—D) =0 v

Recherche d’équations

Calcul 6.5 — A la recherche de I’équation.

En utilisant la somme et le produit des racines d’une équation du second degré, former 1’équation du second

f)

2+3

m+vVm2 =3 et m— VM2 =3 .

m+ 3

m+1
m

degré admettant comme racines les nombres suivants.

Bt 2 = VB

‘ 2m —5
Bl e
2
m— 2
Ol e
m

Calcul 6.6 — Avec le discriminant.

Déterminer la valeur a donner & m pour que les équations suivantes admettent une racine double, et préciser

la valeur de la racine dans ce cas.

a) 22— (2Mm A 3)T Mm% =0 oo
b) (m4+2)2% —2(m — 1) +4=0 .00t
¢) (M43 2% +2Bm+ Dz +(m+3) =0 oo
14 Fiche n° 6. Equations du second degré



Factorisations et signe

>alcul 6.7| — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout x.

a) 202 F T2 46 = (2 F2)(AT FD) ottt

b) —da? 44z — 1= (22 — 1)(@Z +D) ..o

€) =322+ 142 — 15 = (2 —3)(aT +D) o tiii

1 11
d) 51‘2 + 2%~ 0= (2 =D5)(AT +Db) <o

e) 224+ 2VTr —21= (2 —VT)(az +b) .o

— Signe d’un trinéme. )

Déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) 22— (V24 1) 2+ V2

b) =% 20 15

Réponses mélangées

2/3 m donc ab/m m donc —(m + a + b) a=-3etb=5 —7,—-11
22— 220 +117=0 | — o0, —1] U [2/3, 40| 0, donc 5 m=1letx=—-loum=-letzx=1
[—3,5] m donc m(a —b)/(b—c) a=1/2etb=38 —-3,11 1 donc c(a —b)/(a(b— c))
a,b ] — 00, 1] U [V2, +00] —1/m a + b puis 2ab/(a + b). 1 donc —5
6,7 1 donc (a —b)/(b— ¢) | — o0, —1/2[U [4, +o0] 2m/(m + 3)

—2/7 a=1etb=3V7 m2z? + (m —2m?)z + (m* —m —2) =0
a=—-2etb=1 2,3 a—>ba+b 3,3 a=2etb=3 1 donc 8/3
1% m=—3/4et x=3/4 -3,-5 22 — (4m + )z + (2m* +m — 15) =0

—1 donc —19/5 22 —4r+1=0 —~1/3,-1/3 2 —2mr +3=0

0, donc —3/2 2?2 —6x—187=0 2,—6 m=—letzx=—-2,oum="Tet x=2/3

» |Réponses et corrigés page |5]]
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Fiche de calcul n°7 006A

Exponentielle et logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

Logarithmes
o
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
1.1 1.1
a) ln16 ........................... d) gl 1711 g ................
b) Inb12 ... e) n72—-2In3 ...
c) In0,125 ... f) In36 ...
Calcul 7.2 0o
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
1
a) In I IRARRRRRERERRERREETTERERTS d) In500 ...
16
In(2,25) .oovii In— ...
b) In(2,25) &) I
¢) In21+2In14 —31n(0,875) ..... f) In(6,25) ...ovoiniii
00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
lanrlnng +ln%+ln£
5 3 99 TOO 70
— Logarithme et radicaux. 00
1
a) On pose a = — In(3 4+ 2v/2) — 41In(v/2 + 1). Calculer (14 v/2)? et
) p 76 I ) ( ) ( ) 1

En déduire une écriture simplifiée de a en fonction de In(v2 = 1).....ooviieiiieiiieeii.,

b) Calculer 3 sachant que In 3 =1In(7 +5v2) + 8In(v2+ 1) +7In(v2 —1) ....ooviviiiinn. ..

c) Simplifier v = ln((2 + ﬁ)m) + ln<(2 - \/§)20> ............................................
Vo 1) +ln(\/5 1>. ................................................

2 2

d) Simplifier 6 = ln<
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Exponentielles

Calcul 7.5 o
Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.
a) M2 d) e 23
B) I(VE) weei i e) In(e™2) ..o
c) ln(e%) ............................ f) elmd=Im2
Calcul 7.6 ]
Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.
a) —e I d) In(Ve!) —In(Ve?) .................
b) e M2 e) ln( exp(— lne2)) ................
1 1 _
c) ln<el7> .......................... f) exp (3 In(e 3)) .................
Etudes de fonctions
— Parité. 0o
Etudier la parité des fonctions suivantes.
2021 + x
: I
@) oo
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo
e?r — 1
c) fs:x T Tttt
e — e
d L oy o e
Calcul 7.8 — Etude d’une fonction. 000
e’ —e™"
Soit f:xF— ——.
et e %
a) Préciser ensemble de définition de cette fonction. ......... ... o i
. fla) + f(b)
b) Montrer que pour tous réels a et bon a f(a+b) = . ...
) ) = s )
c) Déterminer la limite de f en 400, ..ot
d) Déterminer la limite de f en —00. ...
Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme 17



Calcu

On considere 'application
-

R} —R

x——In(1+ x).

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout x € R pour lequel elles sont définies.

e) In(—z —5)=In(z — 61) —In(z +7)

xr — 61

f
) r+7

In(—x —5)=1In

Réponses mélangées

x
c Yo S1 S3m2 8 2m5-2m2 o 2240
Vi+z 2 ) 3 5
3In5+2In2 2In3 —2In2 impaire x>z - —2In5+41In2 R 3
—13 —+v2 1
In3+4+111In2 1 T+1n2 # impaire -1 0 T > 1
25 1 1
9In2 §110(\/5—1) 5 T 3In2 -17 (1+ )" 2In2+21In3
1
g -2 —In3—2In2 41n2 x €10,1] impaire impaire e I}
1 1 1
In |z — 1] = — 0 ok 1T+12v2 @ —= —2In2—-2In5 1
3 In2 2

» [Réponses et corrigés page |53|
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Fiche de calcul n°8

Trigonométrie

Prérequis
Relation cos® +sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin et cos.
Formules d’addition et de duplication. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, x désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

007A

©
Simplifier :
a) co 7T4—(30837r+<30857r—i—cos77r c) ta 27T+ta 37T+ta 57T+ta n
5 — — — — . n— n— n— n—
! 1 1 1 3 4 6 6
5 7 4 4
b) sin % + sin % ................... d) cos? % — sin? ?ﬂ- .................
Propriétés remarquables de cosinus et sinus
Calcul 8.2 ()
Simplifier :
. Q . (T A
a) sin(m —x) + cos<§ + x) .......... c) sm<§ - m) + SIH(§ + ;v) .........
. Nl . T
b) sin(—z) + cos(m + z) + sm(i - x) d) cos(z —m)+ sm(—g - x) ........
Formules d’addition
L
Calculer les quantités suivantes.
a) cos o (on a T4z 57T) c) si T
s— (ona —+—=—) ........ N
12 6 4 12 12
7r 7r
b) cos ST IRAARERRRAREERTEERTEETERRES d) tan T IRALRRERRRRRERRRERTEERTRRTEY
Calcul 8.4 )
a) Simplifier : sin(4z) cos(5x) —sin(5x) cos(4T) ..o
in2 2
b) Simplifier : 51.11 T LmeT (pour z € ]07 z {) ..................................
sin x cosT 2
. . 2m 47
c) Simplifier : cosx + cos| z + 5 +cos| z + T e
d) Expliciter cos(3z) en fonction de coST ... ..o

Fiche n° 8. Trigonométrie 19



Formules de duplication

Calcul 8.5 ]
En remarquant qu’on a g =2 X g, calculer :
a) cos % ............................. b) 51n% .............................
Calcul 8.6 ()
1-— 2
a) Simplifier : six??;i:)x) (avec x € }0, g [) ...................................................
b) Simplifier : 31.n Sv _ cosdu (pour z € ]0, T {) ...............................................
sinz cos T 2
c) Expliciter cos(4z) en fonction de COST ...o..vuinin it
Equations trigonométriques
Calcul 8.7 0000
Résoudre dans [0, 27], dans [—m, 7|, puis dans R les équations suivantes :
1 1
a) COST=— .......... f tanz| = — ......
) - ) Jtana] =
3
b) sinz = —£ ....... g) cos(2z) = v3o
2 2
h) 2sin?z +sinz —1=0
. 21
c) sinx=cos— ......
3
d) tanx=-1.........
i) cosx=cos— .......
1
e) cosPr == .........
2 .
j) sinz=cos— .......
Inéquations trigonométriques
Calcul 8.8 0000

Résoudre dans [0, 27], puis dans [—, 7], les inéquations suivantes :

2
a) cosxkfg ........ e) tanx>1 ............
™
b) cosxgcosg ........ f) Jtanz|>1 ...........
) 1
c) smx<§ ............ g) cos(x—f)k() ......
. 1
d) |s1nx|<§ ........... h) cos(2x77>>0 .....
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Réponses mélangées
5 T 5w \/3—1 57 w w 5w
T, = ) |:__7_:| U - T T AT LAY a A
6 66 6 V341 6 66 6
™

w 3w 5w Tw 1 ™ T
{z’zvzz} S1=VE o zese oo [en=g] UG
T IS Tr 1lmw T S5t Tmw 117w
{§+2k’ﬂ',k€Z}U{—§+2kﬂ'7k€Z} ?,T [O’E}U{F’F}U[Tﬂﬂ]
T 3w T 5w 3 T 7w 5w
427 £27 20 7 _222r
[4’4] [33} 0 {4+k”’k€ } { 2’6’6}

T 117 5 91
{Eﬂm,kez}u{ﬁﬂc keZ} {ﬁ+2kwkez}u{ﬁ+2kw,kez
sing 0 3 U T 1lnw U 157 o L _57T U o 3 U T .

"8 8’ 8 8’ 8 8’ 8 8]
molm Browe) o f sn xl [ 3wdr]for or
127127 127 12 . 6’ 6 47 4 14’ 14

A 5 V2+2 T 27 T (57
{?+2kﬂ,kez}u{?+2kmkez} e {g+k?,kez} [O,g}u_g,%
8cosx —8cos®z +1 {%,5%,3;} [O,%]U[%,Qﬂ' 4cos®x — 3cosx
_117r T 117 —2r -7 9 cos 57 97 _371' T 3T

127 127127 12 373 14’ 14 47 474 4
T bmw 771' 117 T 3T e 117
{6 o } {_Z’T} {6 +2k7rkeZ} {T—i-Qlwr,kEZ}
{”+2k keZ}U{ + 2k kez} Tl N P [E E[u Sm 3m
7 TR 7 T "4 40" 172 172
3r Tm v2-v2 oo ™ 137 (1.0 Vo-v2 1
47 4 2 7T 373 4 2
_3’/T _z U |:E z|: 4_7T 5_71' |:,3_7r ,E[U},E 7Zi|u|:z Z[U}f 3_7T:| tan
47 2 472 373 47 2 27 4 472 27 4
T om [— 7T]u on {—W W} { tk keZ} { tk kez}
33 ™% 6" 77 6" i
Ve-v2 o VB2 . 2[u] 3.5 o 2 2 o] o, o
4 4 4’ 2 2° 4 47 2 2 4

» [Réponses et corrigés page |55|
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Fiche de calcul n°9

Dérivation

Prérequis
Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Application des formules usuelles

— Avec des produits.

Déterminer I'expression de f'(x) pour f définie par :

a) TE€Ret fla) = (22 +324+2)(22 —5). oo

b) ze€Ret f(x) = (2 +324+2)(@% —5). oo

¢) ze€Ret flx)= (2% =22 +6)exp(22). .ovvvrriii .

d) 2 €]2,+oofet f(z) =B —z)In(x —2) ..o

Calcul 9.2| — Avec des puissances.

Déterminer I'expression de f’(x) pour f définie par :

a) zERet flo) = (2% —52)°. oo

b) ze€Ret f(x)= (22> +4x —1)% ... ...

¢) xE€Ret f(x) = (sin(x) +2cos(z))? .o

d) z€Ret f(x) = (3cos(x) —sin(z))> ...

Calcul 9.3 — Avec des fonctions composées.

Déterminer I'expression de f’(x) pour f définie par :

a) E€Ret f(@) =@+ 1) oo

b) x€|l,+oo[et f(z) =In(In(x)). ..covviri

¢c) r€Ret fla)=2—z)exp(@®+2). ..o

d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ovniriiiiii i

008A

22
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Calcul 9.4] — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer I'expression de f'(x) pour f définie par :

222 — 1

R et ) = SIin (——— ).
a) zeRet f(z) bm(:ﬂ—i—l)
2¢+1

b) z€Ret f(x):cos(x2+4). ....................................

c) z€]0,m[et f(@)=/SIN(X). «ooiii

d) z€]0,+oo[ et f(x) =sin(Va). ...

— Avec des quotients.

Déterminer I'expression de f'(x) pour f définie par :

2) xeRetf(x):m. .....................................
b) z €]0,+00 et f(x) = Sx\/f? ....................................
c) xeRetf(x):%ﬁjl). .....................................
d) z€]l, 400 et f(a:)—m. ..................................

Opérations et fonctions composées

Calcul 9.6

Déterminer I’expression de f'(z) pour f définie par :

a) x €R* et f(x) = a?sin (%) ......................................

b) z€]—3,3[et f(z)=

) ze]l,+oof et f(z) = m(

d) zel0,mlet f(z)=1In (blzx) ...................................

Fiche n®9. Dérivation



Dériver pour étudier une fonction

00

Calculer f(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.

a) xeR\3,—2etf(x):3im+2_il_m. ...........................
b) z€]—1,+oolet f(z)=a® —In(z+1) ...,
¢) z€ll,4ool et f(z) = In(z® +x —2) — iff ....................

d) ze€]—1,+00]et f(:v)zxi—l—x—ﬂn(x—i—l). .................

+1
e) z€l0,e[Ule,+oolet f(z)= % ..........................

Réponses mélangées

22% + 22 +5 1 2 2 -3z
(x+2)(x—1)2 zIn(z) z(1 — In(x))? 2y/x(3z + 2)?
3z —x 9 22% + 22 — 8 2z +1 cos(x)
6z —1)In(z —2) + sin —_—
( )In( ) z—2 (9 — 22)V9 — 2?2 (22 4 4)2 (1’24-4) 24/sin(z)

zeos(®) ZSI@) g (@) — sin(@))*(Bsin(@) + cos(x)) 5o — 62 + 4z — 15

x sin(x)
. (2 + 3)(2sin(x) + 3) — (2 + 3z) x 2cos(x)
6 cos(2x) exp(3sin(2x)) @ain(a) + 32

22 +1)sin(2x + 1) + z cos(2z + 1) cos(4/x) 6 222 — 1 x?

5(z% — 5x)*(22 — 5)

ol

(z2 1+ 1)2 2\/5\/_ (22 _|_\}l2 cos ( 22+ 1 ) (z +1)2
(42 + 3)In(z) — 22 — 3 2 1+/3 1-3 10z — 5
(In(2))2 x+1(“ 2 ) (= + 2 ) B_2)22+ )
2z sin ( 1) — cos (%) 622 + 2z — 11 (222 — 22 4 10) exp(2z) 8 cos®(x) — 6 cos(x) sin(z) — 4
4(22% + 4 — 1)(32 + 2) xff— 1 (—22% 4+ 32 + 1) exp(2? + z) 1 —1:232

» [Réponses et corrigés page |58|
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Fiche de calcul n°10 009A

Primitives

Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1 ()
Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.
1 3
a) m ........................ C) (t n 2)3 ......................
b) 3 i
G2 d) sin(4t) ..o
Calcul 10.2 ')
Méme exercice.
1
a) VI+t—Vt................. C) —————=
) ) V1 — 42
b) et ) 1
Too@

Utilisation des formulaires

Calcul 10.3| — Dérivée d’une fonction composée. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

Calcul 10.4)] — Dérivée d’une fonction composée — bis. 00
Méme exercice.
In®¢ 1
) d) ——
) = ) 2/t
1 et + eft
TR ) o= SESEISRIERS
Re2t 1
C) )
B 7
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— Trigonométrie.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

a) cos’tsint.......

cos(m Int)

e

tan3 ¢

cos?t

1+ tan?t
tan®t

k)

— Trigonométrie — bis.

Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.

sin(2t)
1+sin?t
1

e) —— ...

sintcost

— Fractions rationnelles.

Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.

tP+t+1

Calcul 10.8

Dériver puis

t3+1

)

t+1

€) —— i

)

e dériver puis factoriser I'expression ;

e intégrer I’expression.

a) 2 —2t+5 .....
11

b) =4+~ ...,
)t2+t
1

C) \/1;—173 ........
1 1

cos?(t)y/tant

p)

f

g)

3 -1
3t—1
t2+1

Pour chacune des expressions suivantes :

1
V1 —t?Arcsin(t)

1
sin?(t) cos2(t)

1

intégrer, intégrer puis dériver

26
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i) sin(t)cos?(t) ... o % ......

j) sinh(t) cosh(t) .. p) te ™t ..

k) t12 sin% ....... q) ! —tlnt ........
t

) 2—T—et ---------- r) ﬁ ...........

m) % ...... s) sin(;nt) ........

n) \/% ........ t) %te% .........

— Bis repetita.

Reprendre I'exercice précédent en commengant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

Réponses mélangées

B 4 31 11 2 3 1,
t . . s = e = v ~a2t+1 2v/tan t
t3ts 5 2pr P T3E T t+z2  2° an
3cos?t —1 1 23 1 3 2 3 1
———— puis —In(1 2(t —In*t t— —+ = —— 4+ — puis -t? + —
1+ cos2t)2 PM° n(lcos(®)) gl 2 3 ovi T P gt T op
1/2 1 fe?t — 1
—cotant + tant 5 (? + 1> puis 5 + In |¢] —w) puis Arctan(e')
1 1 1
—1In |1 —sint| t+nt — - t—2In|t+ 1] 2¢?" — 3¢ puis §e2t — et
1 3 1 1+Int . 2 cos(4t)
—(142t2 Injt+1+ — Injt+1 —_—— In|lnt -—— —
2tsin 7 + cos 7 1 1 1 1 2cost+3 1
-t pui - In|t| — — = is —=In |2+ 3cost
z PHIs €055 nltl = 2 2 (1 —sint)? 2+3cost)2 P T3 n[2+3cost|
3 1 1 Int —2 1
4_1(1+7t2)§ —cost + gcos3t cost(3 cos® t — 2) puis —3 cos® t ntz puis Int — §ln2t
1 2e! 2 9
gArctan(3t) ﬁ puis In(2 + ef) —W puis g In(t*> 4+ 1) — Arctan(t)
1 2 1
2(t — 1) puis §t3 — 1% + 5t —2cosV/t —V/1—1t2 §1n|1 + 3 51n(1+t2) — Arctan(t)
1 . coslnt —sinlnt | 2 .1 e
m puis —v 1—+¢2 t—2 puis —cos(lnt)) (1 — 2t2)e ¢ puis —ée ¢
1 1 2 t in(2¢t
61n(1+3t2) Zln|tan2t| m 5 + # —11’1|COSt| ln|tant|
2 3 1 1
§(1 + t)% - é_lt% —sin(wlnt) sinh(¢)? + cosh?(t) puis 5 sinh? () In(1 4 sin? t)
7r
1 1 4t 2t
In |Arcsin(¢)| NFEE 1 tan® t In|l —e™" +e _cosé ) _ cosi )
; 1 1 1 1
esint 5 tan?t + In | cost| 2VInt 3e3t—2 p2uis —;3t—2 0 i(Arcsin(t))Z
1 t
tant —t —et 5Arcsin(2t) t— ) + 5~ In |t + 1 Arctan(e’)
1 4 t(t3 +2) 1 3 3 1
_g cos” t — (t — 1)2(t2 T 1)2 puis g 1Il(|t — 1|) —m §Arctan(2t)

» |Réponses et corrigés page [6]]
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Fiche de calcul n°11 010A

Calcul d’intégrales

Prérequis
Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques
b
On rappelle que / f(z)dz est laire algébrique entre la courbe représentative de f et I'axe des abscisses du

a
repere lorsque les bornes sont « dans le bon ordre ».

o

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3 -3 -1
a) / 22 +edr . b) / |sin 7z| dx c) / sinzdz ...
-2 5 0

00

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

3 7 2

a) / Tde ........ c) / 3zdx ...... e) / sinzdz ....
1 0 -2
-3 8 1

b) / —5dz ..... d) / 1—2zdx .. f) / |x|dz ......
7 2 —2

Calcul d’intégrales

b b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(x)dx = F(b) — F(a), que l'on note [F(z)] .

a

Calcul 11.3| — Polyndémes. 00

Calculer les intégrales suivantes.

3 1
a) / 2dz oo d) / 32° —5xddr ...

—1 -1

Calcul 11.4] — Fonctions usuelles. 00

Calculer les intégrales suivantes.

x 24 2
a) / sinzdx ... c) / —326 ......... e) / edr ......
— 1 T _3

b) /gcosmdx... d)/l ﬁdx f) /_:d; .......

us
6
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— De la forme f(az + ). 00

Calculer les intégrales suivantes.

-1 1’"—2
) 4 - 33 1
b / e dr . e - dx ...
—92 ) 0 \/31’ + 1

— Fonctions composées. 00

Calculer les intégrales suivantes.

3 _9 x
a) / . S d) /3 sinz(cosz)’dx ........
1 _

s
2

Calcul 11.7| — Divers. 000
Calculer les intégrales suivantes.
1 e
* —21
0 [ e o [y
0 e=T + QGI + 1 1 X
3 3
b) / le+1de ....cooooinn e) / cos(2z)sin(z)dz .......
—2 0
2 i
c) max(1l,e®)dx ........... f) / |coszsinz|dz .........
-1 _%
— Avec les nouvelles fonctions de référence. 00
sl 1
a) /4 arcsinzdx ...l d) / ch(z)de ...,
_ 0
14 1 1
) / de e) Vodr oo
o 1+a2 0
o 0 [T
c) /0 T A o AT
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Réponses mélangées

% % Positif —% g 50 —In3 % %(1 — %)
2 e—1
-2 ~To1 5 < 141 01 0 118 g 0 12
3e—4 8 Positif —54 2 o1l ~ 384 e? —e 3 3
g —% ln<j§) 2(e® — 1) 78 Négatif ? ;—r
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Fiche de calcul n°12 011A

Intégration par parties

Prérequis
Primitives, dérivées, intégration par parties.

On rappelle le théoreme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C'([a,b],R) et si v € C!([a, ], R), alors

b b b
/ o (tyo(t) dt = [u(to(t)] - / w(t)! (1) dt
a a a
Intégrales
Calcul 12.1 000
Calculer :
z 1
a) / teostdt ..ooiiiiiiii.. g) / In(1+t2)dt oo,
0 0
1 1
b) / (2t + 3)sh(2t)dt ............ h) / tarctantdt ................
0 0
2 3
c) / texdt ... i) / arcsintdt ............o...
0 0
In2 1 t
d 20 At dt o
) /1 J) o V1+t
e 1
e) / Intdt ... . k) VIi+tln(l+6)de ..........
1 0
2 1
f) / tntdt oo ) / ttantdt ...
1 0
Primitives
LY
Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.
a) x+—— (—x+1)" ... c) x+—arctan(z) ......
Inzx
b) x T e d) z+— xch(z) .........
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales.

1
a) / (243t —4)e®dt ...l
0

b) /2 elsintdt ...
0

— Calcul de primitives.

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

a) x> sin(x)sh(z) .... c) zr (zlnx)* ... ...

b) z+— In?z ........... d) z+— garceos(z)

Réponses mélangées

1 9v/9 1 ]-1L,1[ = R
A S AV R A
4 2 3 3 2 2 T learccos(x) (.Z‘ — /1= x2)
2
™ 1 R* - R 4 4 R —-R
ez + * 2 am@) — Sy d
2 1+Inz 3 9 9 1 9
— x — zarctan(z) — iln(l + )
(In(2))%2"( — 21n(2) — 2!n(2) 4 2 R—=R
2 1
(In(2)) x> 5 (= cos(x)sh(z) +sin(x)ch(z))
1 2 R* - R
S L T B )
z v zlnz —2zlnz + 2z
R — R 3 R —R
2In2 — 4_1
x — axsh(z) — ch(x) x = (—z+2)e”
R - R
" 3
T m@o2st IV3 o
x> a3 11n2sc—glnﬂc+3 2 2 12 2
3 9 27

» [Réponses et corrigés page [68|
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Prérequis

Fiche de calcul n°13 015A

Nombres complexes

Forme algébrique et forme exponentielle.

Pour s’échauffer

Calcul 13.1| — Ecriture algébrique. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.
a) (246)(541) orieiiin.. e) (2-30)" ...
. 1
b) B3—=1)(d+1i) ..ot f) o
3—1
2—-3i
c 4-30)% e
) (=30 9
Q) (L= 20)(1+20) oo by e
— Forme exponentielle. o
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
237
a) 12 .. e) —2e'5 e
b) —8 f) 5—=51 .
¢) VB g) —545IV3
d) =21 .. h) €% +el6 ...
Un calcul plus dur
— Une simplification. 000
1+V2+i
On pose z = ————.
1+v2—i
a) Calculer |z] ...
b) Mettre z sous forme algébrique .............c.. i
c) Calculer 22020
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Réponses mélangées

1 V3 oz 4 19 . -

s - %i 5 2005(%)6‘3 ot T 10eF 1
1% + 11—01 2715 13— 3T 1 52T 2%
4432 L4 L il 11941208 7—24
i —— —i—= — +i— — i — 24i

V2 V2 V2 V2

» [Réponses et corrigés page |7]]
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Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis

Fiche de calcul n° 14

Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

016A

Linéarisations
Calcul 14.1 o
Linéariser :

a) cos®(z) ... d) cos(3x)sin®(2z) ...

b) cos(2z)sin*(z) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..

¢) cos?(2x)sin?(z) ... f) sin(4a)sin(3z) ...

Arc-moitié, arc-moyen
Calcul 14.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme rel avecr >0et § e R) :

a) 14es ..., e) —1—els ...

b) 1+4+e's ... f) 1—efe ..............

= 1 !
c) e —1 ... g) e
1—e'12
- iz 27
d) 1+ie's ... h) (14+e€6)" ...
Calcul 14.3 ()
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0 et § € R) :
a) % 4t b) €% —elT L.
Délinéarisations
Calcul 14.4 o
Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :
a) cos(3x) ...l b) sin(4z) ...............
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“alcul 14.5

Factorisations

a) cos(z) + cos(3x)

b) sin(5z) — sin(3x)

a) sin(z) +sin(2z) +sin(3z) ..........

b) cos(x) + cos(3z) + cos(bx) + cos(Tx)

2m 4
c) cos(z)+ cos(a: + ?) + cos(:v + 3

00
Factoriser :
c) cos(z)—cos(3z) .....
d) sin(3z) +sin(5z) .....
000
Factoriser :
7
Calculs d’intégrales
00

Calculer :

Réponses mélangées

2sin(z) sin(2x)

_ sin(92)

3sin(5
n sin(5x)

sin(22) sin(2z) 132
)
_ sin(3z)  3sin(z)

2 cos(4x) sin(x)
1

z

T .
2cos( 5 )
COS 12 (§

1
— cos(2z)

8
e +1

T .
2sin 15)¢
S11 12 (§

cos(4x) — gcos(Zx)

2cos<

(4x) +

sin(
8 8 8

2 sin(l)efmr
12

12
0

2 4

——cos
i 2sin(4x) cos(x)

4

2 cos <5—7r)e 12

12
3cos(bx)
8

_jlin

24

11

x cos(9z)

8

+1 s
4 24

2 cos(2x) cos(x)

ﬂ-) i
e 12

12

cos(3z) = 3cos(x)
8 8

(3x) + Z cos(x)

+

Je

1
— cos
4

4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z)
sin(8x)
2sin(z)

2 sin

4 cos®(z) — 3 cos(x)

» [Réponses et corrigés page |73|
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Réponses et corrigés

Réponses et corrigés
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Réponses

4 1
1.1 a) @par 1.1Db) @par 1 000 @par 1.4 . £ @par 1.5 4+% @par 1.8b).............

1.1c)..... 3@ 1.1d)..... 1 1
<) bat ) a). |2 022 [@par 1.5 D). !@par 1+ —— @par 1.8¢).........

@par 1.2a)........ I k-1
@par 1.2 b) L5 e). @par 15d). @par b @par 1.9 .. @par

@par 1.2 ¢) ] 3+ 2

7
15 1.6a). | —— |@par 1.6 b
. . par 1.6 b).
1 n(n+1)? 3.5
@@par 1.2 d) g @par 1.3 a) o 3 1.10 a). 5 9 @par 1.10 b) .
- @par 1.6 ¢) . | =n (@par
203 a—b 2 12 10
@par 1.3 b) . ﬂ @par 3 ﬁ > E @par 1.10 C) .........
n-+n
1.7 ... @par 1.8 a)... 125 105
—10 n+1 = @
- —_—= ar 1.11 .........
1.3¢)... 3 @par 1.3d) ... 25 o1 | P
Non [@par 1.12 . | A > B |Qpar
Corrigés
32 8x4 4
1.1 — = =-
9 07 8x5 5
3 1 31 3 3 3 5
1.1 b) 8><4—2—(2><4)><42:2 X4"x = =2"x4=2
2771 x 42 (337t x (2% 3
Lo oo 374 x 24 3= ?
(—2)2F 1 x 3R (=2) x (=2)?F x 3%F x 371 (—2) x 4F x 3%F x 3F 3k—2
1.1d)  Ona 4k x 3=k+1 4k x 3=k x 3 N 4k x 32 =2x3
. . . 2 1 2x3 1x4 6 4 6-4_2 1
1.2 a) On met au méme dénominateur : 173 1x3 3x4- 12 12- 12 " 12°%
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur
2_02_2_3_2><10_ 2x3
3 77 3 10 3x10 10x3
QR Rt
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux
36 15 36 15 5 36x15x5 12x3x5x3x5 3x3 9
— X —XHh= — X — X =— = = = = _— =09,
25 12 25 12 1 25x12x1 Fx5x12x1 1 1
1.2 d) Pour diviser une fraction par une autre, on la multiplie par la fraction inverse de la deuxiéme fraction :

X 5 2x5 2x5 1
J— T(_7):_i><(—7): X — = = = -
15 5 15 6 15 6 15x6 3x5x2x3 9

1 1 1 1 2X3XHXT7 2x3xHXT7T 2x3xb5x7 2x3x5HxT7
—+-+=-+2)= 5 + 3 + 5 + 7

2 3 5 7
=3XOXTH+2Xx5XT+2x3x7+2x3x5=105+70+42+4 30 = 247.

(2x3x5xT7)
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(L2, 62y, 21_ (1% 35, 91y, 7
15 5 10 24 \15 5 5 8
(136 3) 7 (136 9 ) 7T 145 7T 29 7 203
= —4+=-) X ==|— — | X —-=— X —-= — X = = —
15 5 8 15 15 8 15 8 3 8 24
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

510 x 73 — 255 x 492 510 5 73 — 510 x 74 500 x 731 —-7) 5x(=6) —10

(125 x 7)3 4+ 59 x 143~ 59 x T34+ 59 x 73 x 23 59 x 73(14+23) 9 3

1978 x1979+1980x21+1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 +21 + 1 958

1980 x 1979 — 1 978 x 1 979 1979 x (1 980 — 1 978)
1979 % (1978 4+21) +1979 1979 x (1978 +21+1) 1979 x 2 000
B 1979 x 2 N 1979 x 2 - 1979%x2
=1 000
1.4 On calcule :
3 3 1 3 3 3 1 1 1
0,5 ﬁ+§+0»5—§+i—072:6—ﬁ+§+%—§+1—5
5 5 5 7 7 7 5 5 5 7 7 7 7
st 51tz =35 §-mtxm s-1t3z—3
3(3-k+d)  3-iei-t 3 11
S(—h+d) G-irioh) 5 T
1.5 a) On connait I'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
2 022 2 022 _ 2 022 50,

Done s (S 22y + (=2 021)(2 023) (2 022) + (1= 2 022) x (1 +2022) _ (2 022) + 1 — 2 0222

2 0212 2 0212
20202 +20222—2 (2021 —1)2+ (2021 +1)2 —2
_ 2 0217
20212 -2x2021 x 1 +14+202124+2x2021 x1+1—2
2 0212 2021 1

T 20212 —2x2021x1+20212 +2x2021x1 2021 —2+2021+2 2

1.5 ¢) En posant a =1234,ona:1235=a-+1et 2469 =2a+ 1.

C1235x2469 1234  (a+1)2a+1)—a 2a*+2a+1

€ 1234x2469+1235 alZa+1)+at+l 2a2+2a+1

1.5 d) En posant a =1000,ona:99=a—-1,1001=a+1,1002=a+2 et 4 002 = 2a+ 2.
) 4 002 . 4a + 2 . 2(2a+1) ~2(2a+1) 9
"1000x1002—-999x 1001 a(a+2)—(a—1(a+1) a2+2a—(a2—1)  2a+1 7

Donc
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1.6 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :

1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nm+1)—(n+1)>
n+1)2 n+1 n nn+1)?2 nn+1)2 nn+1) n(n +1)2
Cn+nP+n—mP+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T n(n+1)2°

@ - (a+b)? (a—b)(ab+a®+b°) (a+b)> ab+a®+b> a’+2ab+b>  ab

(a—b2  a—b (a —b)? a-b  a-b a—>b a—b

6(n+1)
n(n—1)2n—-2) 6(n+1) o n’(n—12  6(n+1) « n(n—1) 3,
2n +2 " n(n—1)(2n —2) 2n+2  2(n—1)" 2(n+1) 2
n2(n —1)2
.............................................................. n222
n Sk 41
_n(n+1) k=0 2 _n*(n®+1) 2 _nn?4+1)  nP+n
L7 De;k* 2 T T A+ D) T 2 a1 n+l gl
k=0 2
1.8 a) On trouve%z%zélJr%
k—14+1 1
1.8 b) Ontrouvek_lf P 71+k—1'
—1_ 3@—2)+5 _ 5
1.8 ¢) On trouve - = o —3+x_2.
1.9 Pour t e R\ {—1},ona:
_ ! 1 a+e? 1442 1+2t4+8°— (1+¢°)
B T ) i (N [ A (e ) [ R A (R B ) 2
% Donc, AB= [ — 2L X (L+2)(1+1)* =2t
(1+62) (1+0)2. ’ 14+t +1¢)? '

125 105
1.10 C) g =5= H
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impairs, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

10° + 1 10% +1
186 i 1 e B= 187 1 1 Nous allons étudier les produits en croix.
D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10" + 10" 4 10° + 1.

D’autre part : (106 + 1)2 =102 +2x 10° + 1.

Comme (10° +1) x (107 +1) > (10° +1)x (10° + 1), on obtient : A > B.

1.12 On ré-écrit A =
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Réponses

2.1a).. @par 2.1 @par 2.2¢)...... @par 2.3¢).... z : @par 2.5 b) ...
b). [10" Japar 2.1¢).  [27]apar 2.24)....... [2]apar 2.3d)........ ler
@par 2.1d)...... @par 2.2¢) .. @par 2.4a).. 7 _9 @par 2.5¢)....

-—2 5 @Qpar 2.4b)........
104 @par 2.1€)..... El@par 2.2f)........ @par 2.40)....... 2z apar 2.5d) ..
@par 2.116) ... E@par 2.3a)...... E@par 2.4 d) x+1

--10*8 Qpar 2.2a)..... _4. ) - _[Gpar 2.4.d)..... 5
@pzjrz.z b? ...... . 20 5Japar 2.54) ... v g P

Corrigés

2% .32 2% .32 2%. 32 23 .32 _ _
2.3 a) 34.98.6-1 34.98.9-1.3-1  34-1.98-1  33.97 ’

2.3b)  On factorise : 2°! +2%2 =2%' + 2?1 . 2 =2 . (14+2)=2"".3.

2.3 d) On simplifie en appliquant les régles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que

N N ) 3% . (=2)* 8 316 932
(—a)" = a" lorsque n est pair : (((_3)5 . 23))_2 =39 = 938 . 326,

2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 :
17  »—6 3:17 5—6  9—6 51—6  o—6
8.6 _ 2 2 3 _ 2 3 _ 94542 _ o3
9—3.942 32:(=3) . 942 3—6.942
552 -12172.125%  (5-11)%-(11%)72.(5%)>  5%.11°?
275-605-2-254 © 52.11-(112.5)=2.(52)4 ~ 58.11-38

, R _ 127215 (2°)7%.37%.3*.5*  27.3%.5%
2.4 ¢c) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 184 = ((52))2 (3 =5a.38.51" 3.
36°-70°-10%  26.36.25.5°.75.22.5%  213.36.57.7°
143 .9282.156 ~  923.73.94.72.36.56  97.36.56.75

=8.

2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

2.4d) Méme méthode que précédemment :

2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires :

T 2 2 z(z+1)—2(xz-1) 2 2+ — 20 +2 2 2 —x x

t—1 z+1 22-1  (z—-D@+1)  22-1 (z+1)@=z—-1) (+D@z-1) (z+)(z—-1) z+1

2.5 b) Méme méthode :

2 1 n 8 72(35—2)—(3:—!-2)_’_ 8 _2z—4-x2-2+48 1
z+2 -2 22-4  (z+2)(z-2) (z+2)(xz—-2) (z+2)(z—-2) -2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x? 222 x x 2z zx+1+x—1) 2x 2z% — 2z 2x

x2—x+m3+m2_m3—m r—1+x+1_x2—17 (z—Dz+1) (z+)z-1) (@+)(=-1) z+1
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Réponses
3 1 _\/ V/
3.1a)..... 8x376x2+§1’7§@par 3.1b)..... 2<x+3 4233)<x—|—3+4233) Qpar 3.4 ). ..
‘x5—2x4+x3—x2+2x—1‘@par 31lc)eenn.... 1
2o — 2?1 ‘@par 31d) i —5(@—1) (x B 5) @par 3.5a)............oooonn
2’220 42 —a® 2201 ‘@par 3le)......n. ‘ (x4+y—2)(z+y+2) ‘@par 35Db) . i

‘355 —a3 -2t 41 ‘@par 3.1f)... @par ‘3(14:0 +3y)(—4x + y) ‘@par 35C) i

3.2a). ‘ —2 + 122 — 172 4 82 — 34 ‘@par 3.2 b). (z+1)(y+1) @par 3.5d)... |(z—1)(y — 1) |@par
—28 + 2l [@par 3.2 ¢) ‘2 +a’ —at —a® ‘@par 3.2 3.5¢e)........ (z+y)(z+1)> ‘@par 3.5f)........

d). ‘ —1-3c 32" +2° ‘@par 8.2¢). @par (a2 + b2) (y — 43:2) (y + 43:2) @par 3.6a)..........
3.2f)....‘1+2x—|—3x2+2x3+x4‘@par 3.3a).... 5

(z—1)(z+1)(2*+1) @par 3.6Db)................
—6(6z +17) [apar 3.3 b) [4(5z + 4)(~5z + 1) [apar

3.3¢)...... [2(32 — 4)(10z + 3) [apar 3.3 d)...... —8(2” +1)(z — 4)(x +4)[@par 3.6¢)...ooin
‘ “8(z + 1)(x + 16) ‘@par 3.42) | (z—1)|apar 3.4 (2* +2+1)(z® —2z+1)|@par 3.6d).............
b) | (z+2)%|apar 3.4¢) [(z+ 1)(z +2)|@par 3.4 (a®> +b%)(c* 4+ d°) [@par 3.6€)....................
3<x+7_6\/9ﬁ><x+7+6\/§> (a® + 0>+ 2+ d) (p* + ¢* +r* + s%) |@par

d). @par 3.4 e).

Corrigés

3.1b) On peut écrire : (z — 1)3(1:2 +x+ 1) = (x‘; —3z% 4+ 3z — 1)($2 +x—|—1) =z 242 -2 + 22— 1.
Pour étre “efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que
(az™)(bz") = abz™"P). Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant ’étape intermédiaire, le coefficient du terme
de degré 2 est donné par (—3) x 1 +3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, ’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (& effectuer
et & retenir), on peut (éventuellement) se passer de ’écrire.

3.1c¢) Connaissant les identités remarquables (z — 1)(z 4+ 1) = 2® — 1 et (x + 1) (m2 —x+ 1) =z +1,0ona
facilement :

(w+1)2(:r—1)(m2—m+1) = [(m+1)(az—1)][(w+1)(:p2—:r+1)] = (az2—1)(m3+1) =2 —2® 27 -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires ?

3.1¢) On calcule : (z — 1)%(z + 1)(3:2 +z+ 1) = (.TQ — 1) (acs — 1) =2 —® 2?41

— (62 + 7)(62 — 1) 4 362> — 49 = — (62 4 7)(6z — 1) + (62)> — 7° = (62 + 7)[— (62 — 1) + 62 — 7] = —6(62 + 7)
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3\? 1
3.4 ¢) La forme canonique est (1: + 5) -1 On en déduit la factorisation a 'aide de 'identité remarquable

2 2
3.4e) La forme canonique est 2 [(m + §) — 33] .

3.6 b) On calcule
(—92% +24) (82% + 8) + 642" — 64 = —8(2” +1)[92” — 24 — 8(2® — 1)] = =8(2® + 1) (z — 4)(x + 4).
3.6 ¢c) On calcule z* +2° + 1 =2" + 20> +1—2° = (ac2 + 1) T (332 +a+ 1) (a:2 —x+ 1). La factorisation est
alors terminée sur R puisque les deux équations, P rz+l1=0cta’—a+1= 0, n’ont pas de solutions réelles.

3.6 d) Une fois n’est pas coutume : on peut commencer par développer avant de factoriser. Ce qui donne
(ac+bd)* + (ad — be)® = a’c + b*d” + a’d” + b°c® = (a® +b°) (* + d°).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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Réponses

4.1a)..... @par 4.1b).....
V3 —1|@par 4.1 C) e

—V342(@par 4.1d)..........
V7 —2(@par 4.1 e) @par
)...||3—a||@par 4.2 a)...
@par 4.2 Db). @par
4.2¢).. @par 4.24d) ..
@par 4.2 e) @par

=
[
—

4.21)..... [12]apar 4.2¢).....
9 — %\/5 @par 4.2 h) @par

1
4.3 a) 27\[7\/§+§\/6@par

Corrigés

4.3b).. [3—2V2@par 4.3¢).. Ve —1@par 4.5d)........

’1—\,10"'\,15‘@1)&1' 4.34d).... 11 @par 4.5€)............
22 -1
| V15 + V10— 6 — 2]apar 4.3 =
x(x —
e).. | —(vV2+3)|@par 4.3f).. G-V =1 Qpar 4.5 f).....
_3F \/§+2\/§+ V6 @par 4.3 —4(x —1)*(@Qpar 4.6a)........
@par 4.6 b) @par 4.7
g)en... 2v/2 [@par 4.3 h)......
.. |—114+5v5|@ 4.7 b) ..
50 — 25v/3 [@par 4.4 ........... 2) +5v/5 [@par )
\/§+2—\/6@ s 14+V2@par 4.7¢)............
4 par 4.52)...... 14 v/2 [@par 4.7 d). @par
T |apar 4.5 b). oo, 4.7¢)... |1+ V5 @par 4.7f)...
Ve —1
— In(1 + v/2) [@par 4.8 . @par
x—+Va2—1@Qpar 4.5¢)......

On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

Vatova=v1+2v3+3=1/(1+V3)?2 =1+ V3.

2—-vV3 2-3

2-V2

2-V3)(2-v2)

24VZ 2442 2-v2  24v2)(2-2)

2-V3)(2-v2) 4-2V/2-2V3+6
22 -2 a 2

:2—f—x/§+%x/6.
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R R (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

4.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4V3-6v2-4+2/6 _ 2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-V6
1+v24+3 4
Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :

1+v2-v3 _1+v2-Vv3_ v2+2-V6

1
L+V24V3  1+V2+VB)1+V2—vE) 22 4

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

(\/3+f—\/3—\/5)2:3+\/5—2\/3+\/5 3-V5+3-V5=6-2/9-5=6-2V4=6-4=2.

De plus, \/3+ff\/3f\/520,donc\/3+\[7\/37\/5:\/§.

4.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3 / 125 3 / 125

Plutét que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A Daide de lidentité remarquable. On a
A® =a® - 3%+ 308% - 8° = o® — 8% — 3aB(a— B)

ce qui donne

634 125 125
A" =6-3A <3+ 9+ o7 3+14/94+ 27

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
'équation ¢* + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est I'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.
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IFiche n° 5. Expressions algébriques|

Réponses

5.1a). @par 5.1 @par 5.3d)....... @par 56¢C)............
b)..... @par 51c¢)..... @par 5.4 a) @par 5.4 b) @par 5.6d)......
@par 51d)........ @par 5.4 ¢). @par 5.4d). @par 56¢€).... @par
[ 1apar 5.20) ... Olopar 54) [Z1]opar 340 5,60 [~20c+ Plapar 5.7).
@par 5.2 b) @par @par 55a)... @par a’b — ac — 2b* @par 5.7b).....
5.2¢).. @par 5.2d).. 5.5b).. |’ +3afapar 5.5¢).. ‘a4 — 4a®b + dac + 20 ‘@par 5.7
@par 5.3a) . ......... a’ +4a® + 2 @Qpar 5.6a)....... c). @@par 5.7.d). @par 5.7

@par 53b)........... @par 5.6Db)............ €) e [a]@par
@par 5.3C) ...

Corrigés

5.1 c) On commence par a® = (¢®)® = (a® —1)> = a" —2a° + 1= —a® —a puis a'*> = (=a® — a)® = a* + 2° + a®
52 ] 2 I 2 . 1 2 1

5.1 d) L’égalité a” — a” + 1 peut s’écrire a(a —a”) = 1 ce qui montre que a #0 et —~ =a—a". Alors — =1—a.
a a

5.3c)  On développe : (—4 +iV5)® = —4% +3-4°(1V5) — 3-4'(iV5)” + (iV5)® = —64 + 48iV/5 + 60 — 5i/5.

5.3 d) On développe : (—%—1—173)3 —%+3-i§+3-%—i¥.
5.4 a) De a® =1, on déduit a” = a® et a® = a donc tous les termes se simplifient sauf deux : 4 — 1 = 3.

1234 — (a10)123 2341

5.4 b) On commence par a x a* = a* car a'® = (¢°)? = 1. De méme a =a', etc. et on obtient

donc finalement a* x a' x a? x a® = a'® = 1.

1234
5.4c)  Cecivauta® ot §=Y k= w

k=0

est un entier multiple de 5.
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a® -1

Cette somme partielle de suite géométrique vaut 1
a—

(2—a")Y2-a"2-ad*)2-d") = (5-2(a+a")(5—2(a®+a’)) =25 —10(a + a® + a® + a*) + 4(a + a*)(a® + a*)

Ora+a®+d*+a*=—-1et (a+a*)d®+a®)=a®>+a®+a* +a" =a+d®*+a®+a" = -1 aussi.

1 1 1 1
On se raméne au résultat précédent : z° — — = :U(r2 + —) - = (:r2 + —
x3 x? x x?

5.6 c Le développement (z +y +2)> = 2° +¢° + 2° + 3[2%(y + 2) + 2 (z + 2) + 22 (= + + 6zyz conduit par
PP Yy Y Y Yy Y Y p
soustraction & a® — 3(ab — 3c) — 6¢ d’apres 'expression précédente.

Premiére solution : on développe et on obtient une combinaison des expressions précédentes.

Deuziéme solution : on reconnait (a — z)(a — z)(a —y) = a® — (x + y + 2)a* + (zy + yz + 2z)a — zy=.

On cherche z*(zy 4 zz) + ¥° (yz + xy) + 2° (22 + y=z), cest-a-dire
(@ +9° + 2°)(zy +yz + 22) — ’yz — y 2w — 2Py

Premiére solution : on développe (z+y+ 2)4 puis on conclut par soustraction a l’aide des calculs précédents.

Deuziéme solution : on remarque qu’il s’agit de calculer (z°)* + (%) + (2°)% = (2® + y° + 2%)° — 2(2®y® + y*2° + 2°27),
donc qu’il suffit de développer (a® — 2b)° — 2(b° — 2ac).

Réponses et corrigés



5.7d)  On réduit au méme dénominateur (z — y)(y — z)(z — z) puis on factorise le numérateur par (z — y) :

P—y)+yi@—2)+2 y—2) =2z —y)+ (1 — 22z —yz(y — 2)
=(z—y)[a® - (y+2)z +yz],

et I'on reconnait pour le dernier facteur : > — (y + 2)z 4+ yz = (z — )z — (z — y)z = (z — y)(z — 2).

Pr-y+yi@ -2+ Y —2) =2z —y) + @’ -2 —y2(y® - 2°)

=(z-y)[e® - (O +yz+ D)z +yz(y + 2)]
=(z—)[@® — ")z —yz(z —y) — 2*(z — p)]
= (z—y)(=—y[(@+y)z—yz - 2]
=(z-y(@—y)[@" -2+ (@ -2y
=(z—y)(@—y) (= —2)[(z+2)+y],
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[Fiche n° 6. Equations du second degré

Réponses

6.1 a) @par 6.1 b) @par 6.1c) 2?2 =220 +117=0 ‘@par 6.5b) ...
@par 6.1d)....... @par 6.le)....... r? — 6z —187=0 ‘@par 6.5C) . i

@par 6.1f) |0, donc —3/2 (@par 6.1 g) ‘ac2 —4z+1=0 ‘@par 6.5d) ...l

E@PM 6.1h)..... 1 donc —5 [@par 6.11)..... ‘xz —2mz+3=0 ‘@par 6.5€) i
1 donc 8/3 [@par 6.1 j) |—1 donc —19/5 ‘@par 6.2 222 — (4m + 1)z + (2m2 +m — 15) = 0 ‘@par 6.5

a)... @par 6.2D)... M@par 6.2¢)... ... ‘m2$2+(m—2m2)x+(m2—m_2) :0‘@par
--,77 —11[@par 6.24d).... -—3, 11 [@par 6.2¢).... 6.6a)..... m=—3/4 et x =3/4(@Qpar 6.6Db).....
bl@ f b b|@ b
-273@1)% 6.23}3....2_17—@,@—# par 61.3 a)é... ‘m:—l et x = =2, Oum:7et$=2/3‘@par 6.6
- 6. -— 6.3 -
/ par ) / pal" C) pa‘r C)_‘m:letm:—loum:_letle‘@pa’r 6.7
6.3d)......... __2m/(m +3)|@par 6.4a)......... R la= 2 et o= 3laper 6.70).........

1 donc (a —b)/(b—¢) ‘@par 6.4Db) ..., ‘a — 92¢th=1 ‘@par 6.7 ¢) ‘ 0= —3eth— 5‘@par
1 donc ¢(a — b)/(a(b—c)) ‘@par 6.4c)............ 6.7d)....... ’a =1/2etb=38 ‘@par 6.7¢).......
m donc —(m +a +b) ‘@par 6.4d) ... ‘a =letb= 3ﬁ‘@par 6.8a)......iiii.
‘m donc m(a —b)/(b—c) ‘@par 64e).............. ] - 00,1 U[V2, +oo] [@par 6.8 D). ... @par
@par 6.4f). ... 6.8¢).... ‘] — 00, —1] U [2/3, +00] ‘@par 6.8d)....
‘a + b puis 2ab/(a + b). ‘@par 6.5a). . ..., ’] — 00, —1/2[ U [4, +00] ‘@par
Corrigés

6.1 a) C’est une identité remarquable : ©° — 6z + 9 = (z — 3)°.

6.1 c) Le nombre 2 est racine évidente, I’autre est donc —6 en regardant le produit des racines qui vaut —12
""" 6.1¢) Lo racine 0 est In racine évidente par excellence: I somme des racnes valant fci 5 Pautre racine cst 5.
68 Lafonction £ 27 +3 est strctement postivie car elle st minorée par 3, don clle ne s‘annule pas.
628)  Ict on cherche des sacines un peu moins évidentes : on remplace le probléme pas le problime équivalent de

détermination de deux nombres x1, x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations
évidentes de 42, ici 42 =6 x Tet 13 =6+ T.

6.4 ¢) En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre Péquation devient m(z* + ab) = z(m? + ab) qui est

une équation du second degré. Sur la forme initiale de ’équation on lit que m est racine évidente, I'autre est donc
ab/m. Peut-étre aurait-on pu voir cette racine « évidente » directement ?

6.4 f) Le nombre 0 est bien tentant, mais n’est pas racine de ’équation. En revanche a + b convient. L.’équation se
rééerit (a4 b)(z — a)(z — b) = ab(2z — (a + b)), d’olt une équation du second degré dont le coefficient devant z* vaut
s . . . 2ab
a + b et le terme constant 2ab(a + b), donc la deuxiéme solution de cette équation est e
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6.6 a) Une équation du second degré admet une racine double si, et seulement si, son discriminant est nul.
Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)* — 4m” = 3(4m — 3). Ainsi, 'équation admet une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4 ce qui donne z = 3/4.

6.6 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m2 — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc l'autre vaut 7. Pour

m = —1 on trouve z = —2 et pour m = 7 on trouve z = 2/3.
6.6 c) Ici le discriminant vaut A = 4((3m + 1)% — (m + 3)?) = 32(m?> — 1) donc I'équation admet une racine double

si et seulement si m vaut 1, auquel cas ’équation s’écrit 22 + 2z + 1 = 0 et la racine double est —1, ou m vaut -1,
auquel cas I’équation s’écrit z? — 2z + 1 = 0 dont la racine double est 1.

6.8 a) Un trindme est du signe du coefficient dominant a ’extérieur de I'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur ] — o0, 1[U ]\/5, +oo] et
strictement négatif sur |1, \/5[

6.8 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U5, +-00[ et strictement

positif sur | — 3, 5][.

6.8 c) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, 400[ et

strictement négatif sur | — 1,2/3][.

6.8 d) Le signe d’un quotient est le méme que celui d’un produit! Donc le quotient considéré est strictement positif

sur | — 0o, —1/2[U]4, +00[ et strictement négatif sur | — 1/2,4[ (attention & 'annulation du dénominateur!).
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IFiche n° 7. Exponentielle et logarithme|

Réponses
7.1a)... @par 7.1Db)... 7.44d). @@par 7.5a). @par z+In2@par 7.9b)...........
. — 1 1 x
@par 7.1¢) @par 7.5 D) @par 7.5 ¢) E@par \/167 @par 7.9¢)...........
1
7.1d)... §1n2@par 7.1e)... 1 1 T
7.5d) @par 7.5 ¢) | — = [@Qpar Injz — 1| @par 7.9d)..........
3In2@par 7.1f).............. 9 2 1
2In2+2In3|Gpar 7.2a)...... 7.5 1) | > lapar 7.6 a) [Zlapar | 132 @par 7.9¢€)...........

@l@par 7.2b)..... 2 1 (14 )" @par 7.10a).........
2In3—-2In2@par 7.2¢c)...... 7.6Db).... m@par 7.6¢c).... mi215
3 +11m2apar 7.24d)...... TiTjapar 76 d). [Tapar 7.6 | 3 @par 7.10b)....
@par 72e)...... e) @par 7.6 f) [e]Qpar 7.7 z €[0,1]|@par 7.10¢).........
(2105 + 4In2Japer 721)..... a).... |impaire|apar 7.7b). ... 2

205 —2In2fopar 7.3 ........ (mpaire[Gpar 7.7 ¢)............ .

—2In2 —2In5@par 7.4a).... ; : 1
o ) @par .7 d) ........... T 2 75 @par 7.10 e) @par
5 In(v/2 —1) [@par 7.4b)..... @par 7.8a).. @par

> —|@par 7.10d)...........

8]
\

—13 — /273
7.8 b) @par 7.8 ¢) @par 7.101)..... —————— |@par
@par 7.4¢) [0Japar 7.8d)..... [-1]apar 7.9 a)..... 2
Corrigés

7.2 c) On a 0,875 = g donc

In2142In14 - 31In(0,875) = (In3+1n7) +2(In2+1In7) — 3(In7 — In 8)
=In3+2In3+3x3In2=3In3+111n2.
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7.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) + (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In1 — In 100, c’est-a-dire A = —1n 100 ou
100 = 2% x 5°, d’ol le résultat A = —2(In2 + In 5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In P = kg_l(lnk —In(k+1))

99 99 99 100
=) k=Y (k+1)=) k- Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =In1 —In100 = —2(In2 + In5).

7.4 a) Ona(1+\/§)2:3+2\/§etm: 2-1

On a donc

7 7 1 7 1
a=—InB+2v2)—4ln(v2+1) = —In((1 + vV2)}) +4ln ——— = —~In(1+ v2) + 41n
16 ( ) ( ) 16 (( )7) 5+l 8 ( ) i1

d’ou finalement a = I In ! +4In 1 2 In L .5 In(v2 —1).
8 1+v2 V2+1 8 V241 8

7.6 b) Onae Inln 2 — e(—1) In(In 2) _ (11’12)_1 -

7.7 a)
2021 —x 1 2021 +
Yz €] — 2021, 42021 —z) =1 - B L Ry
z 6] 021, + [7 .f( m) n 2021 + n Sg;iti n 2021 — z fl(x)

fo(—z) =In(—z +/(—2)? + 1)

=In(—z+ 22+ 1)

_ CrH VA A D@+ Va4 )

B x+Vr?+1

_ —x2+(952—|—1)7 1 _
et Maaveer @

7.10 f)  Attention a l’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — oo, —7[), qui est I’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | — co, —5[ N (] — o0, —T[U]61, —&—oo[)7 c’est-a-dire dans l'intervalle

] — 00, —7[. Dans ce cas, un réel = appartenant & | — co, —7[ est solution de I’équation si et seulement si = vérifie

—13—v2 -1 V2
2% + 13z — 26 = 0. Or, ce trindme admet deux racines réelles : 71 = 13- V2718 et xo = y Seul

convient car z; € | — oo, —7[ et 2 ¢ | — o0, —T7|[.
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IF'iche n° 8. Trigonomeétrie)

Réponses
8.1 a) @@par 8.1b) @@par 81¢)..
1
@par 8.1d). —5 @par 8.2 a). @@par
8.2 b). @par 8.2 ¢). @par 8.2 d).
— V2
@par 8.3a).. # @par 8.3 b) ..
6 2 — V2
% @par 8.3 ¢).. fT\[ @par 8.3 d)..
\/g_l@par 8.4 a) @par 8.4 b)
V3+1
1
Q@ 84c)........ (@ 84d)........
o7 | 2P c) @ par )
; 2 2
’4cos5x —3cosx ‘@par 8.5 a) %[ @par 8.5
2—+/2
b) . % @par 8.6 a) . @par 8.6 b).

@par 8.6 ¢) ’ 8cos* x — 8cos?x + 1 ‘@par 8.7 a)

fro 53)

@par 8.7 a).. @par 8.7 a)..

{%-Hm,keZ} {%—Hﬂr keZ} @par 8.7 g) ..
m 1lm 137 23w

{12,12,12,12} @par 87g) ................
11 7 =« 1=

{—12,—12,12,12} @par 87g) ..............
™ 117

{EJrkTr,keZ}U{ﬁJrk keZ} Qpar 8.7 h)
T om 37 T 7w bmw
- —,— ¢ |@ 8.7h).. — =, — @

{6’6’2} bat ) {2’6’6} bat

2

8.7h)...... {g+k;,kez} Qpar 8.71)......
T Lim @par 8.7 1) {—Ez}@ar87i)
= p 7). 7 p 7).

{§+2kw,kez}u{fg+2kw,kez} Qpar 8.7 j)
57 9w . b 97 .

{14 14}@par 8.77j). {14,14} @par 8.7 j).

+ 2k,

14

keZ} {9—” +2k7r,kez} apar 8.8 a)

{g—i—ka,keZ}U{—g—&-kakeZ} apar 8.7 b) 0)3;} ] [5:7%} par 8.5 1) {_?Zr?zr} apar
{4;5;} par 8.7b) {?r?:r} opar 8.7 8.8b)........... [”577} @par 8.8b)...........
b) {%T—i—%mkeZ}U{%T—i—kakeZ} Qpar 8.7 [_F _q 0 F N ;pai 550
3] Y37 BC)
) {767r, léﬂ} Oper 8.7 ) {_5;;7_2} o {0 f} U {&T 277} @Qpar 8.8 ¢C)......ooiiiiiii..
BT €)oo ’ 6
{%T-k%mkez}u{n%—k%mkez} Qpar 8.7 { 77,%} U Fg,w] Gpar 8.8 d)..................
d) {?erif} Qpar 8.7 d) {_Zvif} Apar 8.7 [0, %} U [5(?’7671 U [1?—,2%] @Qpar 8.8d).......
d)....... {347T +km, k€ Z} @par 8.7e€)....... [—w,—?} U {_%’%} U [567T’7T] Gpar 8.8¢).....
{Z,T,TT} @Qpar 8.7 €)....iiiiiaa. {%7g[u {5;773277{@1)&“ 8.8€) .. i,
{—T,—Z,Z,?’I} @Qpar 8.7€).......cooiiinn... [_?’I’_g U {%7g[ Qpar 8.8 ) ..oveeirennn. ..
{%—Fkg,kez Qpar 8.7f).....ccooiiiiiii... [Z’§[U}g’%} U [%,%[U}%{,%] Qpar 8.8
{23 T S o 870 0. | [ -2[0]-2 -] o[£ 2]0] 2. 2] fapar
{_56”, g,%, 56”} Qpar 8.7 f)....ooeeinnnn... 8.8¢g)...... [0, ?ﬂ U BT,%] Qpar 8.8g)......
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T 37 5w T 37 7T
{—4, ] @par 8.8h)..........ciiii |:—7T,—8:| U {_8’8} U |:8,7T:| @par

[ 11 1
{0, :ZT] U m W] U {571-,24 @par 8.8 h)....

|87 8 8
Corrigés
. T s 1 ens
8.3 b) On peut utiliser — = 371 puis les formules d’addition.
8.4 b) On a
sin2z  cos2z _ sin2zcosx —cos2rsinr _ sin(2z —z) 1
sinx cosr sinx cos x " sinwcosxz  cosz

On peut aussi faire cette simplification a I’aide des formules de duplication :

sin2x  cos2x 2sinzcosx 2cosiz —1 1

sinx cos T sinx cosx cosx

cos(3z) = cos(2z 4 x) = cos(2z) cos & — sin(2z) sinz = (2cos” x — 1) cos & — 2cos zsin”
=2cos’ & — cosz — 2cos (1 — cos® x) = 4cos® & — 3cos .

V2

=41 242 2 2
8.5 a) On a cos & = 2cos® &~ — 1 donc cos® & = 22 :\[4+ .Deplus,cosz>Odonccosz: ;r\[

— 2—4/2

8.5 b) Onastﬁzl—cosQE: ) et sin — > 0 donc sin — = 2\[.

1 —cos(2 2 sin?
8.6 a) On a cos(2z) = 1 — 2sin” z donc _COS( ?) =% _tana.
sin(2x) 2sinx cos

sin3z  cos3x _ sin3xcosx —cos3zsinz _ sin(3z —x)  sin(2z) 2sinzcosz

8.6 b) On a — — = - = = - =2
sinz cosx sin x cos sin z cos sinzx sin x cos

Or, dans [0, 47], on a cost = ? pour t € {%,11%, 13%, 23%} et donc pour = € {112, 111—271-, 113—271-, 213—;}

8.7 j) On acos - = sin(g - %) = sin % Finalement, on résout sin z = sin 14
. N 1
8.8 d) Cela revient a résoudre —= < sinz < 5
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8.8 g) Siz € [0,2n], alors t = x — 1€
3T T

T [7%,271’*3 . On résout donc cost > 0 pour t € [fg,wa )
3m T
[7 } et donc = € [0, Z} U |:z,271':|.

T T
d t — =
onne 6{ 4,2}

8.8 h) Siz € [0, 27, alorst:2xf£€ [fg,szf . On résout donc cost > 0 pour t € -
T T 3m 5w Tm 15w 3 T 117w 157

d te |——, = — = —_ i — — — 27|

onne 6[4,2} [2,2} |:2,4:|pu15$€|:0,8:|u|:8,8]U|:8,7T:|
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Réponses
9.1a)........ 622 4+ 2x — 11 |@par 9.1 b)........ (2z + 3)(2sin(z) + 3) — (¢® + 3x) x 2cos(x) apar 9.5 b)
1 3 (2sin(z) + 3)2 )
‘51‘ — 6z +4x—15‘@par 9.1C) i, 5
-3z
(22% — 22 4 10) exp(2z) [@par 9.1d).............. 2/i(Br + 2)2 @par 9.5¢) ...
322 —x . )
(6x — 1) In(x — 2) + — @Qpar 9.2a).......... _2(332 +1)sin(2z + 1) + x cos(2z + 1) apar 9.5 d)
(2 4 1)2
2 4
[5(c — 52)* (20 — 5) fapar 9.2b) ... 23], o
|4(22° + 42 — 1)(32% +2) apar 9.2¢) ... (In(z))? par BB a) v
Scos?(z) — 6 con(r) sin(a) —4Japar 9.2d) ... s (L) —eon (1) fopar 960
—3(3cos(x) — sin(z))?(3sin(z) + cos(x)) ‘@par 9.3 a). 5 1
9 1 ———————— (@par 9.6 ¢) @Qpar 9.6 d)
i@par 9.3b).... @par 9.3 ¢).... (9 — 22)V9 — 22 1 —a?
241 xIn(z) BEE
x cos(x) — sin(x
‘ (—22° + 3z + 1) exp(2® + ) ‘@par 9.3d).......... T zsn(@) @par 9.7 a)..............oo.
6 cos(2z) exp(3sin(2z)) [@par 9.4 a)............... b
| | e R
6 222 — 1 (B-2)*(2+w)
T 5 cos (— ] ) [@par 9.4Db) ..............
(2 +1) =+ 2 ( 1++3 1-v3
x+ )<x+ )@par 9.7¢)....
202 +2x—-8 . ,2x+1 z+1 2 2
5 s— sin (= ) [@par 9.4 ¢c)............
(22 +4) r? 44 222 + 22+ 5 x?
5 (@par 9.7d).. 5 ([@par 9.7
cos(z) cos(y/x) (z+2)(z 1) (x+1)
————~ (@par 9.4d).. | ———=—= |@par 9.5a)..
2+/sin(x) 2V e) 2 @par
............................. 20— ()2

Corrigés

r—2
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f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin®(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(z) — 4(1 — cos®(x)) + 4 cos” (x)
= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.

On calcule : f'(z) = 3(3 cos(z) — sin(z))?(=3sin(z) — cos(z)) = —3(3 cos(x) — sin(z))*(3sin(z) + cos(x)).
En développant, on trouve : f'(x) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” () — 9sin(x) + 51 cos(z).

9.3 a) On calcule : f'(z) = o

fl(x) = (=) exp(z® +x) + (2 — ) exp(z® + ) x 2z + 1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
= (=1+4z+2—22" —x)exp(a® + z) = (—22° + 3z + 1) exp(z® + z).

222 — 1\ 4a® + 4o — 42° + 2z

222 — 1 dr(z?+1)— (222 — 1) x 2
x )Xx(x+) (2z ) X x:cos(

f'(x) = cos (
x2+1 (24 1)2 2?2 +1 (2 4+ 1)2
2 p—
_ 6x cos (2x 1)
(2 +1)2 2 +1

2z +1 222 + 8 — 4% — 2z

, 20 4+1,  2(x*+4)— (2z+1) x 2z .
f'(x) = —sin ( 2+4)>< (22 + 4)2 :751n(x2+4)>< (22 + 4)2
20422 -8 (2x—|—1)
T (z2+4)2 z2+47
/ 1 cos(x)
9.4 c) On calcule : f'(z) = cos(z) =
2/sin(x) 24/sin(x)
9.4 d) On calcule : f'(x) = cos(v/T) x ﬁ = % ”mm)
: (2
9.5 a) On calcule : f'(z) = (22 +3)(2sin(x) + 3) = (2° +32) x 2 COS(:C). En développant le numérateur, on trouve
(2sin(z) + 3)2
y —2x2 cos(x) + dasin(x) — 6z cos(x) + 6sin(z) + 6z + 9
fiz) = . 5 :
(2sin(z) + 3)
1 3u+2 _ 3V/@x2/@
9.5b)  On caleule : f'(z) = 22 _ 2 v Bef2-6r 230
(3z + 2)2 (3z + 2)2 2Vz(3z +2)2  2/z(3z + 2)2
o —2sin(2z + 1) x (22 4+ 1) — cos(2z + 1) x 2z (2 + 1) sin(2z + 1) 4 z cos(2z + 1)
9.5 c) On calcule : f'(z) = CEESE =-2 E 1) .
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1
4z +3)1 — (22% 4 3z) =
9.5d)  On calcule : f'(z) = (o +3) Infa) - (2 z)x _ (z+3)In(x) -2z -3

9.6 ¢) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de

L x u'(x) x !

2\/u—x) u(z)

s o7 . 7 !
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

Fla) = 1 ><1(‘75—1)—7(:76—2i-1)><1X 1
r+1 (z—1) r+1
rz—1 z—1
1 -2 -1
P T @1 T @rDe-1)
r—1
s 1

, cos(x) X x —sin(x) X 1 x x cos(x) — sin(x
9.6 d) On calcule : f'(z) = (2) = (z) X ) a(:sin(:c) ()
) —(-1) -1 (242)?-0B-12)% 10z — 5
9-7a)  Oncalenle: fi(z) = G e T Grar = G_oP@ro? ~ B_2f@ta)?
J— 2 —
9.7 b) On calcule : f'(z) = 2z — . i 7= Q:B(a:x—:—ll) 1_2 ;rfgi !

Pour le trinéme 2z° 4 2z — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (—1) = 12. On a deux racines :

_—2-V12  -2-2V3 -1-3 _-1+438

T T2 T 2 " 2
oo - E)@— =B L+ VB 1-V3
Enfi "(z) = - = ( )( )
nfin, on a f'(x) oo 11 Tt — Tt
2¢ + 1 Ix(z—1)—(x+2) x1 2z +1 3
9.7 On calcule : f'(z) = - - '
c) n calcule : f'(x) 2z i2 (z — 1)2 x2+x—2+(x—1)2

On cherche les racines du trindme @ + z — 2 dont le discriminant est A =1+ 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 2o = 1. Dot la forme factorisée : #° +z — 2 = (z + 2)(z — 1).
2z + 1)(z — 1 2 2
Alors : /() = 2z + 1 n 3 :(x—l— )z )+ 3(x+2) _ 20" +2x+45 .
(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z24+2)(z—-1)2 (z+2)(z+1)?2 (z+2)(x—1)2

Le trinéme 2z° + 2z + 5 dont le discriminant est A =4 — 4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

2% +2x +5
(z+2)(z—1)%"

Ona: f'(z) =

oy Ix(z+1)—xx1 11 2 14 (z+1)>—2(x+1)
fle)= (x+1)2 +1_2x+1_(x+1)2+1_17+1_ (z+1)?
1+’ +2041-20-2  2?
B (z+1)2 GRS
g Al-l(@)-(l4@)gt it-mEglpbe 2 g
9:7e)  Oncaleule: fi(z) = (1 —Tn(@)? (1 —Tn(x))? (@2 2(1—In(@))?
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Réponses

10.1 a) |In|t 4+ 1| [@par 10.1 b)

@par 10.1 d)

2(t +2)2

3

=~ w

2 3
—(14+1t)2 —
g1 +1)

C) e, —Arcsin(2t)

DN —

3

Q
P par

3 _ cos(4t)

@par 10.2 b) .

@par 10.2 d)

@par

4

1
~2t41

@par 10.3 a)

1
gArctan(?)t)

2
g1m\1+t3|

@par

1 ,
6(1 + 2t2)% @par 10.3 c)

3 >
(14723
4(+7 )3

@par 10.3 f)

1
81n(1 + 3t2)

1
10.42) | In*t

A e 2

@par 10.3 e)

1
(1+3t2)2

2

i3

1 .
—=cos’t

10.1

10.2

@par

10.3

@par

@par

@par 10.4 b) vlnt@par 10.4 ¢)
2

@par 10.4 e)..

In|1— " + | jopar 10.4 1) et [apar 10.5 a)

@par 10.5b) ... @par 10.5¢) ...

—In|cost| [@par 10.5d)|—In|l — sint| [@par 10.5

e) @par 10.5 f)

1
—si Int
7Tsm(wn)

@par

g) @par 10.5 h)

1
5 tan’t + In | cos |

1
10.5 i) 1 tan?t

1

k) |-
tant

@par 10.5 1)

1
2 (1 —sint)?

1
@par

1
§Arctan(2t)

1 .
§(Arcsm(t))2

In |Arcsin(t)| [@par 10.6 a)

@par 10.5 p)

10.5

@par

@par 10.5j) |2vtant |@par 10.5

10.5

@par 10.5 n). | Arctan(e’) [@par

t  sin(2t)

2 4

cos(4t)

10.6b) ... | == —Cosft)

@par 10.6 c) ....

1 3
—cost + gcos t

’ —cotant + tant ‘@par 10.6 g)..

@par 10.6 d) |In(1 + sin?t) [@par

In |tant| |[@par 10.6 f)

1
1 In | tan 2¢|

1
t+1n|t|—¥

@par 10.7¢). [t+ — + —

3 5

@par 10.7

10.7 f) .

t2 3

t
|t—= 5+ 5 —Inft+1]

5 3 @par

%ln(l + ) — Arctan(t)

@par 10.7 h)..

1
Injt+1|+ —

@par 10.8 a
tr1| P )

1
2(t — 1) puis §t3 —t* + 5t

1/2
2\ ¢

1
+ 1) puis -5t In |¢]

2Vt

3 .
+ a puis

2 3 1
7t2+7

3 57 @par 10.8 d)

4

31 .
TF T apEn PUS T3 T

11 2
Vi

1
2 2t 3 —3t O _ =
(§] (§] puis 26 36

2t 1 —3t

. 1
3e3~2 puis ge

3t—2

@par 10.8 g)

@par 10.8 b)

@par 10.

@par 10.7 e). |t —2In|t + 1| [@par

10.7g)...

@par 10.8¢c)........

8e)......

@par 10.8f).......

t(t® 4 2) 1 5
I CETES R In(|t* — 1]) [Qpar 10.8
3°—20—3 3. .
h)... ECESEE puis 5 In(t + 1) — Arctan(t) [@par
1
10.8 i) |cost(3cos?t — 2) puis _§COS3t apar 10.8
1
j) | sinh(2)? + cosh?(t) puis 3 sinh?(t) [@par 10.8 k)
2tsin i + cos i
_# puis cos n @par 10.81)..........
2e! ) .
@+ o)z P In(2 +e') [@par 10.8m)...........
e
2 t+3 1
L puis ——- In + 3 cos par .81n).
2+3 +t)? ‘s —gInf2+3costfjapar 10.8
cos
1
1 =23z puis —\/1 — 2 [@par 10.80)..........
3cos?t—1
2(10—(;SC032 t)2 puis —In(1 + cos?(t)) (@par 10.8 p).
1 _,2
(1—2%)e™" puis —e ™" [Opar 10.8)...........
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Int —2 1 coslnt —sinlnt
2 puis Int — §ln2t @par 10.871)............ — puis — cos(Int)) [@par 10.8 t)....
1+1Int . el(e® —1), . '
~ gz Puis In|lnt| @par 10.88)............... T ) puis Arctan(e®) [@par
Corrigés
10.1 a) Admet des primitives sur | — co, —1[ ou ] — 1, 00|
10.1 b) Admet des primitives sur | — oo, —2[ ou | — 2, 4+-o0[.
10.1 ¢) Admet des primitives sur | — 0o, —2[ ou | — 2, +o0[.
10.1 d) Admet des primitives sur R.
10.2 a) Admet des primitives sur |0, +oo].
10.2 b) Admet des primitives sur R.
10.2 ¢c) Admet des primitives sur | —1/2,1/2].

10.2 d) Admet des primitives sur R.
..................................................... IR
10.5 g) /tan29d9=/((1—|—tan29)—1)d0:tant—t+cte
........................................ ttl
10.5 h) /tan50d0:/((tan29+1)tan9—tan9)d€:§tan2t—|—ln\cost|—|—cte
T t .

10.6 a) /00529d9:/ 1+LS(20)d6’zEJrsm(%)Jrcte
2 2 4
10.6 b) Ona
t ty
/cos(&)sin(?;@)d@z/ 5(51n(39+9)+sin(39—0))d6
t
= / 1(sin(419) + sin(20)) df = _cos(dt) _ cos(2t) + cte.

2 8 4
T e 1 ..............................................
10.6 c) /51n39d9:/(1—00529)sin9d0:—cost—i—fcos?’t—&—cte

t . t
sin(26) 2sin 6 cos 0 . 2
10. —_— = —_— =In(l1+s
0.6 d) / 1+sin20d9 / T+ 526 df = In(1 + sin” t) + cte
t t 2 .2 t .
10.6 e) - do = cos.9+s1n 9d9: (C,OS9—|—Sme)d0:1n|sint|—1n\cost|—|—cte:1n\tant\+cte
sin @ cos 6 sin 6 cos 6 sinf = cosf

t t .2 2 t
do sin“ 6 + cos” 0 1 1
10.6 f) / 2 (0) Ol / 502 (0) cos2(0) do = / (m + o2 0) df = —cotan(t) + tan(t) + cte
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10.6g) Ona

sin(40) 2sin(26) cos(26)

- “1(2cos(20)  2sin(26)
_/ 4\ sin(26) cos(20)

/t o /t cos?(20) + sin®(26) »

) do = iln | sin(2t)] — iln | cos(2t)] + cte = %ln | tan 2t| + cte.

t 3 t 53 t 2 2 3
0 0°+1—-1 @+1)(1—-60+6%)—1 t t
10.7 = _— = =t — — — —1 1
0.7 f) / +d0/ d0/ 1 do=t 5 T3 n|t+ 1|+ cte

t t t
9 0+1—1 1 1 1
10.7 h —— _dl= [ ————df= — — —— _ )dd=In|t+ 1|+ —— +ct
0.7 h) /(9+1)2 / 0112 /<9+1 (HH)Q) nlt+ |+t+1+ce
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I[F'iche n°11. Calcul d’intégrales|

Réponses

. .. iti 1 . .. . 2
E 1 2 gpar - Llapar 1031.... 11.5¢).. [6Japar 11.5 [ |apar 11.7d)......

1 b) . [ Négatif[@par 1 3¢ —4 (@par 11.7e)..

g‘ - P 9 f) |=— @ @Qpar 11.6 ° bar °)
11.1 C)" : @par —ﬁ @par 114 a) . 2 2 _1 @par 11.7 f) .....
11.2 a) [14]apar 11.2 o 0 | a).. [0]apar 11.6b).. 3
0@par 11.4Db).......

b). [50]apar 11.2 c). [0]apar 11.6¢)....... 5
147 E@par 14c)....... 5 3 @par 11.8a)......
— [@par 11.2d).... In( — | [@par 11.6

2 |7 ) j@p&r 11.4d)...... <\/§> P [0Japar 11.8b).......
—54 [@par 11.2e€).... 1 T lapar 11.8 ¢)
E@par 11.2 f) ....... @par 11.4 e) ...... d) —@ @par 11.6 e) 4 p ) .

_ -3
> lapar 11.3 a) & e fapar 11.41) 1/, 1 D apar 118 d)....
5 |°P D) @par 11.5a) .. 3 1-— - Qpar 11.6 In10
E@par 11.3b)....... @par 11.5b)...... - e—1 apar 11.8 )
—2(@par 11.3¢)..... 2(e® — 1) [@par 11.5 f). yr @Qpar 11.7 a). 2
8 2
1 - 11.81).......
Q@par 11.3d)...... o). ;ln(l i g) Qpar % _ eil Qpar 11.7 Q@I)ar 8 f)
E@par 11.3¢)....... 2m
2 17 — [@par
11.5d)..... % par  b). |4 (@par 11.7¢). 9

Corrigés

—3 5
11.1 b) / |sin 7z|dz = 7/ | sin 72| dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut
5 -3

Iinterpréter comme une aire. Elle est positive car on intégre une fonction positive.

-1 0
11.1 ¢) / sinzdx = —/ sin z dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut
0

-1
0

Pinterpréter comme une aire. sin est négative sur [—, 0] donc sur [—1, 0], / sinz dz est donc négative.
-1

-3 7 7
11.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dx = —/ —5dx = / 5dz. Cette
7 -3 -3
derniere intégrale est ’aire d’un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

11.2 ¢) Il s’agit de l’aire du triangle dont les sommets sont ’origine O, le point A(7;0) et B(7;21). Ce triangle est

1
rectangle en A et son aire est 5 x AO x AB.
11.2 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter l'intégrale comme une aire algébrique. Sur
Pintervalle [2, 8], la courbe de f(z) =1 — 2z est située sous I'axe des abscisses, I’aire algébrique sera négative.
1l s’agit de calculer l'aire du trapeéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8; —15) et D(2; —3). L’aire de
1 1
ce trapéze rectangle est 5 % AB x (AD + BC) = 5 % 6 x (34 15).
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2 0 2
11.2 e) Avec la relation de Chasles, on a / sinxdzr = / sinx dx + / sin x dx.La fonction sinus étant impaire,
0

-2 -2
0

2
les aires algébriques / sinx dx et / sin x dz sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
—2 0

Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

11.2 f)
composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 a 0 et de 0 & 1).

11.3 a) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique d’un rectangle.
RS 3 .........................................................................
11.3 b) /2x—5dx:{m —54 =(3%-15)— (1> —5) = —2

1 1
....................................... ; 110118
11.3 2 1d:[73 ~a® ] —0—(7—23 7—22—2):7.
c) /_2w+w+ x 3x+2x—|—x_2 3( )—|—2( ) 3
11.3d) La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle.
......................................................... 111111
11.3 5—4d_[—6——5} == - =—=
e)/09["9[":”'6:‘8506530
................................................................. 7112
11.3 f 100 g, — [ 101} __ 2
) /1 ’ 1" 101
11.4 a) La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle.
11.4 b) / coszdx = {sinw}g :2sm<7) =1
-z -%
2 2
11.4 ¢) /d—f—[—l] _ 1!
1z xl1 2
100 100
11.4 d) / —dx_[m/ﬂ =18
1 z 1
..................................................................... 22
11.4 e) / e’ dx = [ex} =e®—e?
—3 -3
—1 1
11.4 f) / de _ [ln\m|] =—In3
-3 -3
: 5 02625 1
11.5 a) (22 + 1) dx:{f(2x+1)] S -
1 8 1 8 8

2 —2
1
dz | T+ 2
11.5 c) / [fln|7m:+2|] ==1 ( )
o TT+2 2

33
1 2
11.5 ¢ —d _{,\/3 —‘rl} =—(10—-1) =
) o V3z+1 v 3Vver 0 ( )
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11.6 a) /3de—{1ln(m2—4x+5)r—0
L 22 —4x+5 2

11.6 b)

La fonction intégrée est impaire, son intégrale sur un segment symétrique par rapport a 0 est donc nulle
§ T g z
11.6 c) / tanxdmz/ ST de = [—ln(cosa:)]6 =-1 @
o o cosz 0 2
5 5 6] % 171\
11.6 d) sinz(cos x)” dz {—f(cosas) } —7( )
-z -z 6\2
1 1
11.6 ¢) / ze® Ldz = {1 12‘1} - l(1 - 1)
0 2 0 2 e
1 1
x 1-1 1 7
11.6 f dz = - = —.
) /0 (22 +1)4 {23(:102-1-1)3}0 48
1 1
e® e® 1 7!t 1 1
11.7 d =
2) /e2r+2ew+1 v /0 (e 1 1)2 { ex+1]0 etr1 2
11.7b) x+ 1 est négatif sur [—2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit :
3 -1 3
/ |z +1|dx = / —x —1ldx + / x4+ 1dz. Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les

—2 -2 -1

interprétant comme des aires de triangles.

1
21113; =3e — 4.

11.7 e) On calcule

N
SE
Q
o
]
—
[\
8
~
&,
B
—
8
N
[oR
8
Il
o [NE
—
[\]
Q
@]
wn
o
—
8
N2
|
—_
N
2.
=]
—
8
~
o
8
Il
[\]
[NE

|
|
—
Q
@}
w0
w
—~
8
~
[
[N
—
Q
@}
w0
—~
8
~
[
[N
—

jus

4 T 1 1 a
11.7 f) / |coszsinzx|dx = / |§ sin(2z)| dz = 5/

| sin(2z)| dz. Le signe de sin(2x) est négatif sur [,Ey 0}

et positif sur {O, %} , il suit que

w3
w|3
wly =

i 0 Ed
/ |sin(2z)|dz = / —sin(2x) dz + / sin(2z) dx =
_ - 0

us
3

o

N =
L—
Q
@}
o3
—~
)
5
N
[

g Lo
11.8 b dz = {arctan :c} =—.
) [ o @] =%
2 2
1 2 tenlO_l 99
11.8 10° da — 21n10 4 _[7 zln10:| - _
© /0 0 dr /Oe 10 o Wml0  Ini0
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0 2
1 1 L
11.8 ¢) Vadz = mdm_{%xé] _2
0 0 3 0 3
V3 V3 V3
° 2 : 1 kR 27
11.8 f) /0 592 2/0 1T (30)2 dz = 2[7 arctan(?);r:)}o = = arctan(v/3) 9

Réponses et corrigés

67



IF'iche n° 12. Intégration par parties|

Réponses
s *
12.1a) ... = —1(@par 12.1b)........... Ry —»R
) 2 P ) { = ~l+Inz [@par 12.2¢).........ooeen.
5 1 3 T
—ch(2) — =sh(2) — = @par 12.1¢c). @par 12.1
2 2 2 . R—=R
25In(2) _ _ 9ln(2) 1 @Qpar 12.2d)..
d) (In(2))"2 21n(22) 2 +2 apar 12.1 ) x — zarctan(z) — iln(l + z?%)
(In(2)) e -
%
@par 12.3 a) |- —€” (@
@par 12.11)..... 21n2 f% @par 12.1¢g)..... { x — ash(z) — ch(z) pat 2) g ¢ [P
T T 1 _ b e? +1 o
1n(2) -2 —+ 5 @par 12.1 h) Z — 5 @par 12.1 1) 12.3 ) .......... 72 par 12.4 a) ..........
- V3 22 4 R—>R
—+—-1/@ 121) | ——+ - |@ 12.1 1 12.4
12 + 2 bat ) 3 i 3| P { T 5(—cos(x)sh(ac) + sin(z)ch(z)) apar
4 8 4
k)...... —v2In(2) — =vV2 + — [@par 12.11)...... R* — R
3 9 9 b) . { * 2 @par 12.4c).
> z— xzlnz—2xlnx + 2z
T o o T lapar 12.2
Z — 5 nzZ-— 372 par . a) ..................... Ri SR
1 2 2 .
R= R Gpar 12.2 b) xHx3<3ln2x_9lm+27> e 1A
o (—2 +2)e” p 2Db)
-1, - R
T }earccos(a:) (LL‘ — /1= $2) @par
2
Corrigés
12.1 a) On choisit u'(t) = cost et v(t) = t. /2 tcostdt = [tsint}(j% — /2 sintdt = g -1
0 0
12.1 b) On choisit u'(t) = sh(2t) et v(t) = 2t + 3.
1 1 1
/ (2t + 3)sh(2t)dt = | (2t +3) RO | / ch(20)dt = 2eh(2) — > — 2
) 2 |, J 2 2 2
¢ 2y t]2 ., t]2
12.1 c) On choisit v(t) =t et u'(t) = e2 / te2 dt = {2tei} — 2/ e2 dt = de — 4[e§} =4
0 0 0 0
. In(2) . In(2) £1n(2) 1 . In(2) In(2) tIn(2)
12.1 d) On choisit v(t) =t et u'(t) = 2". : t2°dt = 1 te dt = {tln(2)2 } 1 — mfl e dt =
me 21 (21 — (In(2))%2® — 21n(2) — 2" 4 2
In(2)  (n(2)*" " (In(2))* '
12.1e) On choisit u'(¢) = 1 et U(t)zlnt./ lntdt:[tlnt]if/ ldt=e—(e—1) =
1 1
2 2 ’1 3
12.1 f)  On choisit u'(t) =t et v(t) = Int. / tintdt = [42 lnt} —/ gtdt =22 -~ (] =2In2— T
1 1 1
12.1g) On choisit u/(t) = 1 et v(t) = In(1 4 ¢°).
1 1 2 1
2 _ 2 17 t . 1 _ . - _ . m
/0 In(1+¢%) dt = [tIn(1 +¢*)] 2/0 Tz In(2)—2 i (1 : +t2) dt = In2—2[t — arctan(t)], = In(2) -2+
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12.1 h) On choisit u'(t) = t et v(t) = arctant. On a

1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1

tarctantdt = | — arctant| — - a=T_21 (1_7)(”:*_,.
/O arctan [Qarcan}o 2/0 11 ] 2/0 1412 4 9
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12.1j) On choisit v/ (t) = —— et v(t) = t.
Vv1i+t

/1 t [27:\/? 72/ \/ﬁdt—Z\fff[(lth)

12.1 k) On choisit u'(t) = /1 +t et v(t) = In(1 +¢).

1
/ VIFiin(l+1) { (1463 (1 +¢ _7/ VITidt = 2v/2In( )-{%(Ht))%} ~ a1 (2)-2@%
0

T 5 1 ) T

12.11) / ttan tdt:/ t(l—l—tan t) dt—/ tdt. On choisit dans la premiere intégrale, v(t) =t et
0 0 0

z B t? i T = g o1 2

_ 1 = - X g _ . _ 2 _

u'(t) = 1 + tan” t. On obtient [ttant]? — /O tantdt [QL 1 + [In cos(t)]4 3= 1 21n2 35

12.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit € R, en choisissant

w'({t)=e etwv(t)=—t+1,ona / (—t+1)e"dt = [(—t + l)et]g +/ e'dt = (—z +1)e” + €” — 2. Ainsi,
0 0
x> (—z + 2)e” est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”

12.2 b) Cette fonction est définie sur R’ , y est continue et admet donc des primitives. Soit z > 0, par intégration

. , lnt Int]” 1 Inzx 1 Lo
par parties avec u'(t) = — et v(t) = Int, on a —dt = —} + —dt = ——— — = + 1. Ainsi,
t2 t 11 . t? T T
1 1 X
_mrt est donc une primitive sur R} de f

12.2 ¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit = € R, on a en choisissant u’(t) = 1 et v(t) = arctant,

x x

t 1

/ arctan(t) dt = [t arctan¢]; — / 58 dt = z arctan(x) — 5 In(1 + z°). D’ott une primitive.
0 0

12.2d) La fonction est définie et continue sur R. Soit z € R, on a, en choisissant v(¢) = ¢ et u'(¢) = cht,

/ tch(t) dt = [tsh(t)]g — / sh(t) dt = zsh(z) — ch(z) 4+ 1. D’ot une primitive.
0 0

12.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiere, u'(t) = e et v(t) = 2 +3t—4et

1 2t 1 1 2t
ainsi / (2 + 3t — 4)e* dt = |:(t2 43t — 4)62:| - / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec,
0 o Jo

2t 1 o2t 2t 1
_ ’ € [ e _9_ e l 2t _£7§2 121&1_?72
v(t) =2t +3 et u/(t) = - d'on : /0(2t+3) dt =2 [(2t+3)4]0+2/0 e*dt = - — Je +4[e }072 e’

™

Pl = Pl
12.3 b) On choisit d’abord u’ = exp et v = sin; d’oti : / e'sintdt = [e sin t]oz / e’ costdt. Ensuite u’ = exp
0 0

™

w\:a

. bl Pl -
et v = cos, d'ou : €2 — [e cos t] / e’ sin ¢t dt. Finalement, 2/ e'sintdt =e? + 1.
0 0

12.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour = € R, / sin(t)sh(t)
0

commence par choisir ' = sin et v = sh cela donne / sin(t)sh(t) d¢t = [— cos(t)sh(t)]s + / cos(t)ch(t) dt. Puis, on
0

choisit «’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(x)sh(x) + [sin(t) / sin(¢)sh(t) dt. Finalement,
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Cette fonction est définie sur R’ et y est continue. Soit 2 > 0, en choisissant u’(t) = 1 et v(t) = In*¢ on

12.4 b)
x x
obtient / Intdt = [t In® t]f — / 2Intdt. Puis, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient
1 1

zln’z — Q[tlnﬂf + 2/ 1dt =xln’z — 2zxlnz + 2z — 2. Ainsi, x — zln®z — 2zlnx + 22 est une primitive sur R’} de
1
s In?z.

12.4 c)
C a2 RO R . / 2 .
t“In"tdt = 3 In“¢| — 3 t“Intdt¢ puis avec u' (t) =t~ et v(¢) = In(t), on obtient
1 1 1
3 @ 37,2
z 2 I§ 2 2
%1 R [t3l t]l + §/ Pdt="2 ?r)l L. §x3 Inz + E(:ﬁ —1). D’ott une primitive.
12.4 d) La fonction est définie et continue sur | — 1,1[. Si z €] — 1, 1], alors, en posant u’(£) = 1 et v(t) = "),
x x
z —t t
on obtient erecos®) qp = [ge2recos(]® _ / —— () 4z ensuite, en posant u/(t) = — ———— et
/O [ o= viem P W=
v(t) = ") on obtient
_/38 earccos(t) dt.
0

- x
xearccos(w) _ |: /1 _ tgearccos(t):| +/ /1 2 -1 earocos(t) dt = mearccos(z) _ /1 — 2 arccos(z) +e%
o Jo V1—t2
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I[Fiche n° 13. Nombres complexes|

Réponses
13.1a).. 4+32T gpar 13.1g) % B % apar E@Par 13.2¢).. 13.3a) 1@p211r 13.3
13’1b)"' par @par 13.2f). b).... | —= +i—= (Qpar
13.1¢).. @par 1 V3. V2 V2
13.1 h) | = — —"i|Qpar 5fe 7 [@par 13.2 13.3
131d [5]apar 13.1 2 2 BC)

i2z
—119+1201 Gpar  13.2a) [12]apar 13.2  g).. [10e'? [@par 13.2 _\}ﬁ_i\}? opar
im ™ i
13.1 1) | — + —i @par b) @par 13.2 c) h). 2COS(E)6 4 (@par

@par 13.24d)..

13.1 a) On développe : (2 + 6i)(5 + 1) = 10 + 2i + 30i + 6i° = 10 + 32i — 6 = 4 + 32i.
13.1b) On développe : (3 —i)(4+i) =12+3i—4i—i>=12—i+1=13—1i.
13.1¢) On développe : (4 —3i)> = 4% — 2 x4 x 3i+ (3i)> =16 — 24i — 9 =7 — 24i

13.1d) On développe : (1 —2i)(1+2i) =1° - (20)° =1+4=5.

Ou bien : en posant z = 1 — 2i, on reconnait la quantité 22, c’est-a-dire |z|*. Ainsi, (1 — 2i)(1 + 2i) = 1% + 2> = 5.

13.1e) On développe :

(2-3)" = (2 —31)2)2 =(4-2x2x31—-9)%=(-5-12i)> = (54 12)> =5° 4+ 2 x 5 x 12i — 12> = —119 + 120i.
Ou bien : avec la formule du binéme de Newton,

4
2-3)"' =) (2) 2" (—3i)1=*
k=0
= (=3i)* + 4 x 2 x (=3i)® + 6 x 2% x (=3i)% +4 x 2° x (=3i) +2*
= 81+ 216i — 216 — 96i 4 16 = —119 + 120i.

13.1 f)  On utilise I'expression conjuguée : ! - = 341 = 3+1i = 3 + ij

2-3i _ (2-30)(5-2) _10-4i—15i—6 _ 4 19,
5421 (5+2i)(5—2i) 52 + 22 29 297

13.1 h) On utilise la définition de ’écriture exponentielle et la trigonométrie :

e % = cos(—ﬁ) +isin<—£) = cos(z) —isin(z> -1 éi
- 3 3/ 3 3/ 2 27

13.2b) Ona|—8 =8et —1=¢".

13.2¢) Ona|[V3i|=v3eti=¢'%.
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On écrit que —2 = 2¢'™ et on utilise les propriétés de 'exponentielle

13.2 ¢)
i3z ir 13T ir+i3E 8z
—2e 5 =2"e 5 =2e 5 =20
13.2f) On calcule |5 — 5i] = /5% + 52 = 1/2 x 52 = 5v/2 et on écrit
5 5i=5v2( = —it )= 5x/§(cosI —isinf)
V2 V2 4 4)°
13.2 g) On calcule | — 5 4 5iv/3| = v/25 + 75 = 10 puis on écrit
sasivi=to(—L4iY3) = 10((:08(2—7T> +isin<2—7r)>.

2 2 3 3
13.2h) On écrit que €' +¢'s =e'% (e'(gf%) + el(%f%)> =el% (ellTr2 + eﬂ%) = 2cos 112)61%
Ainsi |ei% +ei%| = 2cos<1> (car cos(l) >0et eiﬂ = 1) et arg(ei% —|—ei%) = arg(ei%) ==
’ 12 12 4

oF

On en déduit que I’écriture exponentielle de e'F +e'F est 2 cos(—)

13.3 b) De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient
A+v2)  +2(14+V2)i—1  14+2V2+42+2(1+2)i—1

L (1+v2+i)° _
V2D V2 i) 1+v2)’ +1 1+2v2+2+1
11

C242V242(04V2)i  20+V2)(140) 1
B 4+2v2 o2v2(V2H+1) V2 VR

2 2 |z |
13.3 ¢c) Enfin, z = % + gi =¢'T, donc 229 = (614) =e
_ POSITH i _ 505im B _ _ %

Comme 2021 =4 x 505+ 1, on a e &7
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IF'iche n° 14. Trigonométrie et nombres complexes|

Réponses
14.1 a) 1cos(?mn) + §COS(QL‘) @par 14.1 b) inf e i%E cos(f5) 1z
. g 1 p . QSln(ﬂ)e 21 (@par 14.2 g). sin(l) e 24 (@par
1 1 1 =
- cos(4x) + 3 cos(2x) — 1 @par 14.1¢)......... 14.21)..... 927 COSQ7(1) T lapar 14.3 ) .....
1 1 3 1 =
-3 cos(6x) + 1 cos(4x) — 3 cos(2z) + 1 @par 14.1 2005(%)61% apar 14.3 b). 251n<177—2)ei1117; Qpar
d).... 7sinégx) + 3812(5@ - Siném) - 3812(23) @par 14.4 a) .. ‘4(:053(:17) — 3cos(x) ‘@par 14.4D) ...
1 Y ‘4(:053(:10) sin(x) — 4 cos(x) sin®(z) ‘@par 14.5a)....
Coségx) + SCOZ(M) + Cosé?’x) + 3co§(:v) @Qpar 14.1 2 cos(2x) cos(x) ‘@par 14.5D) oo
1 1 1 2 cos(4x) sin(x) ‘@par 14.5 ¢) | 2sin(z) sin(2z) |@par
f) . | ——sin(1llz) + —sin(bx) + - sin(3x) @par 14.2
) 4 (11z) 4 (52) 2 (32) [ap 14.5d)...... ‘2sin(4m) cos(x) ‘@par 14.6a)......
TN iz (32 s .
Q)i 2COS(E)€ iz [@par 14.2Db).......... sm(%) sm(Zx) apar 14.6 b) 8111.(8x) apar 14.6
- sin(%) 2sin(z)
(—2008(71->>e_i372r @par 14.2¢)............... o™ +1
12 c)... @@par 14.7 a) ... 5 @par 14.7 b)...
—T7im 5 Sim
2sin(17r—2)e 7 @par 14.2 d) 2cos(172r)e 12 @Qpar é(eﬂ ~ 9 [apar
7T jl3m
14.2¢€)....... 2cos(ﬁ)e1 2 (@par 14.2f).......
Corrigés

14.1 a) On calcule :

(6311+673iz) 4

i\ 3
3 e +e'* 1/ 3ip %z —iz ic —2ix _3iz 1
("= ) == 3 3 ——
cos” () ( ) S(e + 3e”e " 4 3e'’e +e ) 3
1
4

14.1 b) On calcule :

2ix —2ix iz —iz \ 2
- 1, o o
cos(2z) sin2(m) _ (e +2€ ) (e 2ie ) =3 (6211 n 6721‘L) (6211 94 e—zu)

=_= (e4iw e M — Q(egiw + e_Qix) + 2) = —i cos(4z) + %cos(Qm) -

14.1 ¢) On calcule :

2ix —2iz \ 2 iz —iz \ 2
2 .2 (e +e e’ —e I T —4iz\ [ 2iz —2iz
cos”(2z) sin (x)( ) < - ) f—ﬁ(e +2+e )(e —2+e )

— %(eélz 2 4ix +eQia) + 262iz 44 26—2iz + —2iz 26—4iz + —Gi:v)
_ _% (eﬁiz + e 6T _ 2(64193 + 67411) + 3(6211 + e—QiI) _ 4) = _% cos(6x) + %cos(élx) — %cos(Zm) + i
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14.1 d) On calcule :

3ix —3ix 2ix —2iz \ 3
- 1 i —3i i ix —2i —6ix
cos(3z) sin®(2z) = (e 4—26 ) (e 2ie ) :_ﬁ(esm—i—e HY (e — 3e® 4+ 3e 7T — 70

1 9ix —9ix Six —bix 3ix —3ix ix —ix
:—1—61((5 —e -3 —e )+ —e +3(e” —e ))

fé sin(9z) + %sin(t’m) - ésin(&c) - %sin(m).

14.4 a) On calcule :

cos(3z) = Re(e”) = Re(( ) ) ((cos( )+1sm(m))3)
= Re(cos®(z) 4 3icos®(z) sin(z) — 3 cos(x) sin®(z) — isin®(z))
= cos’(x) — 3cos(z) sin®(z) = cos®(x) — 3 cos(x)(1 — cos®(z))

= 4cos®(z) — 3cos(x).

sin(4z) = Im(e*'™) = Im((eiz)4) = Im((cos(m) + isin(m))4)
= Im(cos*(z) + 4icos®(z) sin(z) — 6 cos®(z) sin®(z) — 4i cos(z) sin® () + sin*(z))
= 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(z).

jz+3z

14.5 a) cos(z) 4 cos(3z) = Re(e'” + &**) = Re(e T (e 4 eiz)) = Re( ) cos(x)) = 2cos(2z) cos(z).
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14.5 b) sin(5z) — sin(3z) = Im (e’ — &¥*) = Im<e4ix (e — e_ix)) = Im<e4ix21 sin(m)) = 2cos(4z) sin(z).

14.5 d) sin(3z) + sin(5z) = Im(e*™* + &”*) = hn(e‘ﬁz(e_iz + em)) = Im(e4iz2 cos(m)) = 2sin(4z) cos(z).

14.6 a) Si z € 277, alors cette somme vaut 0. Sinon, sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e™ + ¢ + ¢**)

) . . . . . ) 1 — tiz
= Im(l + e 4+ () + (e“”)B). Or, e # 1 donc 1 4 € + () + () = N _eeiz .

On utilise maintenant 1’astuce de ’arc moitié. On obtient,

sin(z) 4 sin(2z) + sin(3z) = Im (eziz 415111(2:6)) = Im (eis'zm sin(2ac)> — sin(%‘"”) sin(Zx).

e'2 —21sm(g)

14.6 b) Six € 27Z, alors cette somme vaut 4.
Si x est de la forme 7 + 2km avec k € Z, la somme vaut —4.
Sinon, on calcule :
cos(x) + cos(3x) + cos(5z) + cos(7x) = Re(e'” 4 &** + &7 4 ™)
_ Re(eiw(l F (¥7) 4 (e37)2 4 (e2iw)3))'

Or, e £ 1 donc

i i i i w1 — (e27)? iz 1 — (e%7) i €17 —2isin(4x) i Sin(4x)
iz 1 2ix 2ix\2 2ix\3 — ol® i — ol® i — ol® i — 4ix .
¢ ( )+ () + () ) ¢ T e ¢ T e ¢ Teie —2isin(x) ¢ sin(x)

Finalement, on a

cos(4x) sin(4x) _ sin(8x)
sin(z) 2sin(z)’

cos(z) + cos(3z) + cos(5z) + cos(7z) =

14.6 ¢) On calcule :

14.7 a) On calcule :

/ e” sin(x) dx:/ eIIm(eim)dOU:/ Im(e”e'™) dz :Im(/ eIt dx)
0 0 0 0
(I+i)x ] ™ THiT AT AT _
(S| ) =m (L zlm(LF):Im (Gl ()]
1+i o 1+1 1+1 2
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