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Produit scalaire

Ex1 Montrer que les applications suivantes sont des produits scalaires :

L (g €6 (0.1, < frg == 100)+ [ £ 0

2. Vi(x,y) € R®,W(x',y") € R?, < i,V >=xx’ +3yy’ —xy’ —yx’

Ex2 On définit I’application <, > suivante
Vii(x,y,z) € R, W(x',y',2)) € R?, <ii,V >=xx' +2yy’ — 22’ + 6(xy" +x'y)

<,> constitue-t-elle un produit scalaire pour R3 ?

Ex3 Soient (¥;);<i<, une famille de vecteurs d’un espace vectoriel euclidien E. Montrer que
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Orthogonalité

Ex4 Soit %20,1(1&) I’ensemble des fonctions continues sur IR et 2w-périodiques.

2n
1. Montrer que < f,g >= = f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur €5,
0

2. Montrer que la famille (f, : x — cos(nx))nen+ est une famille orthonormée pour <,>. Utiliser les formules trigonométriques
pour transformer le produit en somme

Ex5 Soit <, > I’application définie sur .#,(R) X .#,(IR) par
V(A,B) € My(R)?, <A,B>=tr('A.B)
1. Montrer que <, > est un produit scalaire.
2. Montrer que la base canonique de .#,(IR) est orthonormée pour <, >.

3. Prouver que les sous-espaces vectoriels .7, (IR) et «7,(IR) sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux pour <, >.

Ex6 Soit ||.|| I'application définie sur IR, [X] par
VP € Ra[X], [|P[|* = P(0)* +P'(0)* + P"(0)°

1. Montrer que ||.|| est une norme euclidienne sur Ry [X]. Pour le produit scalaire P(0)Q(0) + P’(0)Q'(0) + P”(0)Q"(0). Pour
non dégénéré : si P, P’ et P s’annulent en 0, 0 est donc racine triple, et avec le degré, conclure

2. Soit F = vect(1+X +X?,1—X +X?). Déterminer F. Appartenir & I’orthogonal signifie étre orthogonal a ces 2 polyndmes,
ce qui nous donne un systeme
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Orthonormalisation de Schmidt

Ex7

On définit sur Ry [X] I’application <,> par :

<P,Q>=P(=1)Q(-1)+P(0)Q(0) + P(1)Q(1)

ontrer qu st un produit s ire sur R [X], puis en I u se orthonormale. Pour non-dégénéré : si P s’annule en
Montrer que <, > est un produit scalaire Ry[X en donner une base orthonormale. P d Ps 1 3
points, il a 3 racines, conclure avec le degré

Ex8

Polyndomes interpolateurs de Lagrange

n
On définit sur R, [X] I’application <,>par: < P,Q >= ZP(i)Q(i)
i=0

1.

Ex10

. Onpose: V(P,0) € (Ry[X])%, < P.Q >:/1

Montrer que <, > est un produit scalaire sur R, [X]. Pour non-dégénéré : si P s’annule en 0,1,2,3,..,n il a n+ 1 racines,
conclure avec le degré

. Montrer que la famille des polyndmes interpolateur de Lagrange (L;)o<i<n est une base orthonormée de R,,[X] pour <, > puis

donner les coordonnées dans cette base d’un polyndme P de R, [X]. Calculer < L;, L; >. Ensuite, utiliser que < P,L; >= P(i)

' P(1)O()
1412
Démontrer que 1’application <, > est un produit scalaire sur IR;[X]. Pour non-dégénrée : Utiliser le thm de I’intégrale nulle
sur [—1,1]. Si un polyndme s’annule sur un intervalle, son nb de racines est alors infini, conclure

dr.

. Déterminer une base orthogonale de IR, [X] pour ce produit scalaire et le projeté orthogonal de X? sur R [X]. Appliquer Gram

Schmidt

1 l2 —at—b 2
En déduire  inf udf On cherche le polyndme de R;[X] pour lequel la distance 2 X? est minimal, cela

@ber2J-1 1412
s’ obtient lorsqu’on choisit le projeté de X2.. Caluler ce projeté est sumple, a condtion d’avoir une BON

1

En vous inspirant de 1’exercice précédent, calculer  inf (¢" — (ax+b))*dx.
(a,p)eR2JO

Projection orthogonale

Ex11

1.

Déterminer la matrice dans la base canonique de IR* de la projection orthogonale

sur le plan (P) engendré par les vecteurs (1,2, 1) et &3. Appliquer Gram Schmidt pour trouver une BON de ce plan. Une fois
qu’on a une BON, calculer les projetés de e; e, et e3 est plus simple et nous donne les 3 colonnes de la matrice

2. sur la droite (D) dont un vecteur directeur est ¥(—1,2,2). Méme chose : normaliser le vecteur pour avoir une BON
Ex12 Déterminer les projetés orthogonaux sur le plan (IT) d’équation x + 2y — 3z = 0 des vecteurs i(2,—1,0), ¥(—2,—4,6) et
w(—1,1,0).
Ex13 Soit R? muni d’une base orthonormée B. Donner 1’expression analytique de la réflexion
1. par rapport au plan (IT) d’équation x + 2y +2z = 0. L’équation de ce plan nous donne un vecteur normal : (1,2,2). Ce vecteur
normal dirige donc la droite qui est I’orthogonal de ce plan, et si I’on connait le projeté sur cette droite, on peut en déduire la
reflexion par rapport au plan
2. échangeant les vecteurs @(1,—1,2) et 2(2, 1,1). La droite orthogonale au plan de reflexion est donc dirigée par b—a, puis faire

comme pour la question 1
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