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DM n°7.

Exercice 1

Soient p € R et X,Y deux variables aléatoires dont les univers images sont {0; 1} telles que la loi du couple ( X,Y) est
donnée par le tableau suivant :

Y
x 0 1
0 1/64+p | 1/3—p
1 12-p|p
1. Pour quelle valeur de p ce tableau représente-t-il effectivement la loi d’un couple? Quel que soit p € R on a % +p+
t+p>0
1 1 - p>0 1
3—p+5 —p+p=1. Cetableau représente donc la loi d’un couple ssi ? ; 0 donc ssi p € [0, 3]
37— P=Z
p=0

2. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Calculer les espérances et les variances de X et Y.
OnaP(X=0)=3etP(X=1)=3. DoncE(X)=3etV(X)=E(X*)—E(X)?=3—1=1 OnaaussiP(¥y =0) =3
1 ) k
3

et P(Y =1) = 1 donc E(Y) = } et E(Y?) = 1 donc V(Y)

1 _1_
—3 979

3. Calculer la covariance du couple (X,Y).
OnaXY(Q={0;1}) et P(XY = 1) = p donc E(XY) = p. D’ou: Cov(X,Y)=p—11=p—

A=

4. Pour quelles valeurs de p les variables X et Y sont-elles indépendantes?
Par conséquent, comme X L 1 Y = Cov(X,Y) =0, il est nécessaire d’avoir p = % pour avoir X 1l Y.
Réciproquement, pour p = L on ala loi du couple ( X,Y) est donnée par le tableau suivant :

6
Y
X 0 |1
0 1/3]1/6
1 1/3]1/6

Les deux lignes étant proportionnelles (méme égales) on en déduit que pour p=1/6 onabien X 1L Y.
Conclusion X 1LY < p= %

Exercice 1

Soient p € R et X,Y deux variables aléatoires dont les univers images sont {0; 1} telles que la loi du couple ( X,Y) est
donnée par le tableau suivant :

Y
X 0 1
0 1/64+p | 1/3—p
1 1)2-p | p

1. Pour quelle valeur de p ce tableau représente-t-il effectivement la loi d’un couple?
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Calculer les espérances et les variances de X et Y.
3. Calculer la covariance du couple (X,Y).

4. Pour quelles valeurs de p les variables X et Y sont-elles indépendantes?
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Exercice 2

Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne. Pour chaque boule blanche tirée, il gagne
2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points. On note X la variable aléatoire représentant le nombre de
boules blanches tirées. On note Y le nombre de points obtenus par les joueurs sur une partie.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
On a X(Q) =[0;5]. Pour tout k €] 0;5 | choisir une maniére de tirer k boules blanches revient :

* Choisir & entiers dans [ 1;5 ] qui correspondront aux instants auxquels des boules blanches sont tirées
« Pour chacun des k choisis : choisir une boule blanche, cela fait 2% possibilités. Et pour chacun des autres
entiers (5 — k) choisir une boule noire : cela fait 8% possibilités.

Il'y adonc (2)25 83 tirages conduisant i I’obtention de k boules blanches. Au total, il y 103 tirages, qui ont tous
la méme probabilité d’apparaitre, donc

5 258571{ 5 1k45*k
PX=k) = (k) 105 (k)s 5

o R 0 si la i-eme boule tirée est noire
On peut considérer que X = X| + ... + X5 ou X; = o ) Les v.a. (X;); €[ 1;5]
1 si la i-eme boule tirée est blanche
ont la mé&me loi et sont mutuellement indépendantes. Elles sont toutes d’espérance % et de variance
OnaE(X)=Y; E(X;) =5x { =1 et par indépendance, on a V(¥ X;) = Y/ | V(X;) =5 X 5 =
(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

OnaY =2X-3(5-X)=5X—15.Donc E(Y)=5E(X)—15=5-15=—10et V(Y) =V(5X —15) =5>V(X) =
25x3=20

Pourlaloi,ona¥(Q)=5[0;5] —15={-15;—10;—5;0;5;10} et 'on a P(Y = —15) = P(X = 0) puis P(Y =
—10)=P(X=1)etP(Y =-5)=P(X=2) ... P(Y =10) =P(X =5)

s n|—

2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance. Cette fois-ci, il est impossible de tirer plus que deux boules
blanches, car il n’y en a que 2 en tout. Donc X (Q) = {0;1;2}. On peut décider de ne regarder que ’ensemble des
5 boules obtenues apres tirages : chacun des ensembles a 5 élements ont la méme probabilité et il en existe (]50).

(2)_%_5.4_2

P(X:O):m—%_m_?

Pour choisir obtenir une boule blanche et 4 noires, il y (?) (i) ensemble qui conviennent, ce qui donne P(X =
2(8 28.7.6.5 2) (8 8.7.6
1) = %) = Tgiie = 2523 = g enfin P(X = 2) - (2)152) = TooiTE — = % On a donc E<X) - 9+252_1 et
34 3 : 9
13 _13_9__4
g doncV(X) =% —5=3

(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
OnaP(Y =—15)=2etP(Y =—10)=3 etP(Y =—5)=2E(Y) =5E(X) - 15=5-15=—10et V(Y) =25V(X) =

-9
100
9
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Probléme 1

1. Une famille de polynomes

(a) Pourtoutk € N, E; estdedegré ket 0,1,...,k— 1 sont racines de Ej;. On a donc I’intégralité des racines de Ej ce
qui induit qu’elles sont toutes simples.

(b) Y(ho,..., M) € R Y MEi =0 (x).

i=0
Pour tout k €[ 0,n ], posons & (k) : « A =0».
e Aurang 0: 0 estracine de tous les polyndmes E| ... E, donc en évaluant la relation (x) en 0 on obtient Ay = 0
donc #(0) est vraie.
e Soit k €[ 0,n—1]. Supposons Z(0)... P (k) vraies.
n

Onaalors A\g =--- =X =0cet Z ME; = 0. Or k+ 1 est racine de tous les polyndmes Ey.»...E, donc en
i=k+1

évaluant la relation (x) en k+ 1 on obtient Ay} = 0 donc & (k+ 1) est vraie.

e Conclusion : Vk €[0,n], A =0

(Ex)o<k<n est donc une famille libre de n+ 1 polyndmes de R,,[X] qui est de dimension n+ 1, ¢’est donc une base

de R, [X].
k
(c) Vke[0,n] ZKE Zk,-Ei(k) car k est racine de E; pour k+1 <i < n.
. kook(k=1)---(k—i+1) & , k(k
douP(k):i;Oki i Zk = 'z' soit P(k):i;o ; Al

k
k .
Montrons par récurrence que Yk €[ 0,n ], Ay = Z (z) (=) P(i).
i=0

0
0 .
e Aurang 0 : Z (z) (—1)°77P(i) = P(0) = Ao donc la formule est vraie au rang 0.

i=0

k
e Soit k €[ 0,n—1]. Supposons que Ay = Z <k> (=) P(i).
i

i=0
k+1 k+1 k k41
P(k—l—l): Z( _|l- )7\. d’ott Ay = (k-l-l)—Z( _i- )7\,1
i=0 =0
1 (i
=P(k+1)— Z (k+ ) Z ( ) Y IP(j )] d’apres I’hypothese de récurrence
i=0 j=0
k i
e Ly (1) ()
i= 0_] 0 i J
ko k+1)(> 0<j<k
Plk+1)+ yrip(j car{ = (z){ DA
JZ‘()IZ;[( i J 0<j< JSi<k
k k k+1
=P(k+1) +Z Z( 1 ; 1)+1=i| p(j)
i=j

Montrons que i (k—: 1) (]) (_1)i+1—j — (kj 1) (_1)k+1—j'
()0)
i i) (k+1)! it Mk T= (k1)) <k+1—j>
(k+1 SNk L=) =) kD) (kL =0) (i~ j)! i—j
J
i(k—’.—l_.j)(_l)i—i-l—j
i=j

()
2y (Y () ceiny <k+1)<k+1—1> _ i+1-,»_<k+1)
§< i )(J’)( R MO IR e e U 2 Y
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- k- . . |
( 41_ ) O<k+1 )(—1)€+1:_(k4}1) [ g;) (k—i-; ])(_l)é_(Zii_j)(_l)ﬂl_]}

k+ )[ 14 DT (— l)k—&-l—j}: k—ljl (—1)k+1=d
J

Finalement on obtient en reportant :

Aot = P Z("“) JeH1-ip(j) = If(kjl)el)kﬂf‘m.
j=0

Donc la formule est vraie au rang k + 1.

k
Conclusion : |Vk €[ 0,n ], Ay = Z (f) (—1)*P(i)

i=0

Remarque : Cette formule s’appelle Formule d’inversion de Pascal
) [I=EetX =E ]

Ao=X2(0)=0A=) (1)(—1)1—")(2(1') = 04+1=1leth = i (2) (=1)*>71X?(i) =0 —2+4 =2 donc

=0 i—0 \!
X2=FE|+2E|

Ao =X30)=0, A = i() 1zX3()_—0+1—1,kz—zzl(?)(—l)z_iX3(i)—0—2+8—6et

i=0

’%

3 3 .

A=) (i)(—1)3’X3(i) =-0+3-3 ><8+27:6donc]X3 = E| + 6E, + 6F; \
i=0

2. Etude d’un endomorphisme de R [X]

(@) V(P,0) € RIX]%, VA € R,
AMP+Q) = (MP+Q)(X +1) = WP+ Q)(X) = MP(X +1) - P(X)) + (Q(X +1) — 0(X))
= M(P) +A(Q) donc .

(b) ES = Eo(X+1)—Ey(X) =0.
Vk e N* Ed = Ex(X +1) — Ex(X) =
_ X(X — 1)..k.!(X—k+2) (X1 (X—k+1)) =
donc EE:E;(,I .

(c) VP € R, [X], deg(A(P)) =deg(P(X +1)—P(X)) < max (deg(P(X +1)),deg(P(X))) <n
donc ’ R, [X] est stable par A‘

X+ DXX -1 (X—k+2) XX—1)- (X —k+1)
§!(x_1)---(x_(k—1)+1) “
(k—1)!

QVPER,I[X],E!O\.(),...J\. ) Rn+l P= ZkkEkd ouA Z?\.kA Ek) KOAn(EO)‘i‘Z}VkEkfl
- k=0 k=1
DOHCA Zkk-‘rlEk SOlt‘ Im(A ) = VeCt(Eo,...,En_l)‘
k=0
n—1
o Peker(Ay) <= Ay(P) =0 Y My1E =0
k=0
A =--=A=0 car(Ey,...,E,) est une famille libre.

<= P=ME;, donc ‘ ker(A,) = vect(1) ‘

(d) Pour tout P € R[X], notons n = deg(P), alors il existe Q € R, [X] tel que P=A,,(Q) = A(Q) donc‘ A est surjective de R[X]

Notons n = deg(P), P € ker(A) <= P € ker(A,) donc ‘ ker(A) = vect(1) ‘

3. Polyndomes entiers, polynomes a coordonnées entiéres
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(a)

(b)

(©

(d)

(e)

P est un polynéme entier ssi P(0) € Z et Vn € IN*, P(n) € Z.
Or P(n) = P(n+1) — P(n) et Vn € N*,P(n) € 7 <= ¥Yn € N* P(n+1) — P(n) € 7.

Donc | P est un polyndme entier ssi P(0) € Z et P? est un polyndme entier |.

Pour tout k € N, Ey est entier ssi E¢(0) € Z et E? entier.

Montrons le résultat demandé par récurrence.

e On a Ej entier car Ey = 1, donc la propriété est vraie au rang 0.

e Soit k € N*. Supposons Ej, entier.

Er+1(0) =0 donc Ex1(0) € Z. De plus E,? 1 = Ex estentier d’apres I’hypothese de récurrence. On en déduit que
Ey4 estentier.
e Conclusion : ’ Pour tout k € IN, le polyndme Ej est entier ‘

Supposons que P soit a coordonnées enticres.
N

N
SiP= Z%E alors Vi €[O,N |, \; € Z = Vk € N, P(k _Z< >k €.

i=0 i=0
k(k (k i+1) X (—Di(=k)(—k+ 1) (—k+i—1)

! Zk i!
—Zl—l)‘doncP ):iki(— ( k+l)EZ.
i=0 !

Conclusmn : ’ Si P est a coordonnées entieres, alors P est un polyndme entier ‘

N
SikeZ ,P(k Zx,
=0

N N-1

SiP= Z}Ll’Ei alors P6 = A(P) = Z >\.l'+1E,'.
i=0 i=0

On en déduit donc que P est un polyndme a coordonnées entieres ssi g = P(0) € Z et P? est un polynéme entier.

k
k .
Si P est entier alors pour tout i € Z, P(i) € Z alors Vk €[ O,N |, Ay = Z ( ) (-D)*P>i) e Z.
i=0 \'!
donc ’ si P est un polyndme entier, alors P est a coordonnées entieres ‘
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