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DS n°8.
Durée : 2 heures - Durée minimale obligatoire : 1 heure et 50 minutes

La calculatrice est interdite.
Exercice 1
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Déterminer un équivalent simple, lorsque n — +oo, de u, = v/n+ 1 —+/n— 1. En déduire la limite de u,

2. Déterminer la limite, lorsque x — 0, de :
1 1

x  In(14x)

3. On considere F = {P € Ry[X] tel que P(1) — [y P(r)dr = 0}. Montrer que F est un espace vectoriel, et en déterminer
une base.

4. Soit f: R? — R? définie par :
V(2 R, f((63,2) = ety +zx—y—2)
Montrer que f est linéaire. Déterminer une base de son noyau et de son image. f est-elle injective, surjective, bijective?

Exercice 2 : une équation différentielle.

On note A%(RR) I’ensemble des fonctions de IR dans R deux fois dérivables, et E 1’ensemble des fonctions de R dans R
deux fois dérivables et solutions de I’équation différentielle :

y'+2xy' +x7y=0 (H)

1. (a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de A?(IR).

(b) Soit f € E. On définit la fonction f : R — IR en posant, pour tout x € R, f(x) = f(x) +x(x).
Montrer que f € E.

2. On définit ainsi une application U : E — E; f — f

(a) Montrer que U est un endomorphisme de E.
(b) Montrer que U est une symétrie vectorielle de E.

(c) On note F I’ensemble des fonctions appartenant a E et solutions de I’équation différentielle
(H): y'+(@x=1)y=0,
et G ’ensemble des fonctions appartenant a E et solutions de 1’équation différentielle

(Ha): y'+(x+1)y=0.

Montrer, a I’aide de la question précédente, que E = F & G.
(d) Résoudre les équations différentielles (H;) et (H,). En déduire I’ensemble E.
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Exercice 3

1. Pour tout n € N*, montrer qu’il existe un unique x € R tel que x,/1 + 7 = 1. Dans toute la suite de I’exercice, on note
x, 1’unique réel positif tel que x,/1 47 = 1.
2. (a) Montrer que : Vn € N*,0 < x, < 1.
(b) En déduire que x, — 1.

) s sz oz "o _ X% 1
3. (a) Alaide d’un DL dans I’égalité x,,y/1 + 2 = 1, montrer que x, S g (1).
s _ 1 1
(b) En déduire que x;, it l—5.+o0 (;)
(c) Déterminer un équivalent de In (x,).

4. Déterminer une constante o € Rtellequex, = 1-— zi +% +o (%)
N—>t-o0 n ' n n
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