MPSI

Samedi 19 avril 2025

Correction du DS n°S8.

Exercice 1

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1.

Déterminer un équivalent simple, lorsque n — +oo, de u, = vn+1—+/n— 1. En déduire la limite de u,

Onaty= (14 )~ (11~ D) = VA (14 & onm(5) ~ (1= oo (1)) = Vi (2 b (4) =

1 1 1 .
7 4043100 (W)) et donc u, W TR et sa limite est donc nulle.

1 1 _ 1 1 1 1 _ 1 _ 1
X TWOR) X T ) ¥ (1 - 41_;;+00(x)) = 1 (3 +0x50(x)) = 3 +0x0(1)

On considere F = {P € Ry[X] tel que P(1) — f, P(t)dr = 0}. Montrer que F est un espace vectoriel, et en déterminer
une base.

Soit P =aX?>+bX +c€Ry[X]onaPEF < a+b+c—(4+5—¢c)=0&6a—2a+6b—3b=0<4a+3b=0
a= Zbdonc F = {2bX?+bX +c,(b,c) € R*} = vect (52 X? +X, 1) la famille (;2X?+X, 1) est donc une famille
génératrice, et comme elle est formée de deux polyndmes non colinéaires elle est libre : ¢’est donc une base de F.

. Soit f: R® — R? définie par :

V(xy,2) ER’, f((x,3,2) = (2x+y+z,x—y—2)

Montrer que f est linéaire. Déterminer une base de son noyau et de son image. f est-elle injective, surjective, bijective?
Soit (x,y,z) € R?,(¥,y,7) € R¥ et A € R alors

FMx,y,2)+ (Y, 7)) = fFOx+x Ay +y Ae+2) = Qe+ 2¢ + hy+) +he+7 A+ X' =y —y — Az —2)
=AM2x+y+zx—y—z)+ 2 +y +7Z. X =y ) =Af(e,y2) + (XY, 2)

et (1,,2) € ker(f) © {2x+y+z— 0 N {2x+y+z—0 o {x—O

x—y—z=0 —3y—3z=0 y=-2z
noyau est donc la droite engendrée par le vecteur (0,—1,1), la famille formée de ce seul vecteur en est une base. De
plus, I'image de f est I’espace engendré par f(1,0,0), f(0,1,0) et £(0,0,1), i.e. par (2,1),(1,—1) et (1,—1), comme
les deux premiers sont non colinéaires, ils engendrent tout R? et donc 1’image de f estdR? (la base canonique de R?
conviendra alors). Comme son noyau n’est pas {(0,0,0)} elle n’est pas injective, et comme son image est R? elle est
surjective

& (FzeR/(x,y,z) = (0,—z,2)) son
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Exercice 2 : une équation différentielle.

On note A%(RR) I’ensemble des fonctions de IR dans R deux fois dérivables, et E 1’ensemble des fonctions de R dans R
deux fois dérivables et solutions de I’équation différentielle :

y'+2xy +x%y=0 (H)

1. (a) SEV1E C A*(R) par définition.
SEV2 La fonction nulle vérifie I’équation différentielle (H) donc E # &.
MV(yl,yg) € Ez,vx eR,
(A1 +32)" +2x(Ay1 +y2) " +x2(Ay1 +y2) = A1 " +2xy1 "+ x%y1) + (72" +2xy2" +x%y;) = 0 donc Ay; +y; € E.
Conclusion : | E est un sous-espace vectoriel de A%(R) |.

(b) Comme f € E, f" = —2xf' —x*>f donc f" est dérivable sur R d’ou f € A*(R).
Or Vx € R, f(x) = f/(x) +xf(x), on en déduit que f € A>(R).
De plus, Vx € R, f'(x) = f"(x) + f(x) +xf"(x) et f(x) = f"(x) + 2" (x) +xf" (x).
d’ott f(x) +2xf" (x) +x*f(x)
= ")+ 2" (x) +xf " (x) + 20(f " (1) + £ (x) " () + 2 (f () + 1 (x))
Or f"(x) +2xf"(x) +x2f(x) = 0 d’ ot £ (x) +2f"(x) +2xf" (x) +2xf (x) +x2f'(x).

On obtient en reportant f”’(x) dans la premiére égalité

F"(x) +2xf (x) +x2F(x) = x(f" (x) +2xf'(x) +x*f(x)) =0 donc | f € E |.

2. (a) Y(y1,y2) € E2Z,VAER, UMy —i—yz) gavec Vx € R, g(x) = (Ay1 +y2)"(x) +x(Ay1 +y2) (x)
soit g(x) = Ay} (x) +xy1(x) + (¥ (x) +xy2(x)) = Ay (x) +¥a (x )
donc U(Ay; +y2) = Ay1 +y2 = AU (y1) + U (y2) donc
(b) Posons 4 =U(U(f)),onaalors h(x) = f'(x) +xf(x) = f"(x) +2xf'(x) + x> f (x) + f(x) = f(x)
donc U(U(f)) = f soit U? = I donc ’ U est une symétrie vectorielle de E ‘ .
(c) Onaalors E =ker(U —Ig) ®ker(U +Ig).
OrfekerlU—Ip)=U(f)=f<=f+xf=f<=f'+x—1)f=0< f€EF.

De méme, f €ker(U+1Ig) <= U(f)=—f < f'+xf=—f<—=f'+(x+1)f=0<= f €.
On en déduitdonc que |[E =F D G|.

(x+1)?
2

(d) o (H) <= T\ €R, y = he ™ avec A, (x) — /(x—I—l)dx:

(x+1)?

soit (H)) <= M € R,Vx e R, y(x) =Aje” 2
12
e On montre de méme que (H>) <= A € R, Vx € R, y(x) = 7\,267( 7

(x+ 1) (x—1)2

+he 2

o E <=3\, M) €R:E VxR, y(x) = Aie”
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Exercice 3

1. Soit n € N*, on définit la fonction f, sur R par f, : x — x\/1+ 2 Cette fonction est continue sur R™ qui est un
intervalle, f,(0) =0 < 1 et n — +oof,(x) = 4o donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe x € R
lim

tel que f,(x) = 1. De plus, f, est strictement croissante en tant que produit de fonctions strictement croissantes et
positives et cela garantit I’unicité d’une solution a I’équation f;,(x) = 1

2. (a) Enréappliquant le TVI mais cette fois-ci sur I'intervalle [0, 1] comme f,(0) =0 <1< 4/141 = £,(1), on peut
garantir que la solution se trouve dans I’intervalle [0, 1]

(b) Onax, = or lim % =0donc lim =1lie. limux,=1

1+XTn n—r—~oo n—y—oo leXni n——+oo
1/2 _ 1 1)) _ 7 1y _ _ 7 1
3. (a) Onax,(1+73) 12 =x, (14 3% 4+ 0psgeo (3)) =xa+ 3= +0(3) = 1 donc x, T — 3 +o(y).

(b) Comme x, = 1+0(1) onax? = 1+0(1) ce qui donne le résultat voulu

(©) In(x0) = 55 +0nsieo () d0UINxy) ~ S0
4. En faisant cette fois-ci le DL a I'ordre 2 on a x, = (1+ %)71/2 =1—184 %z—’z + Op—s4e (77 ) donc
b= G ()1 L by () don
o>
8
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