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Correction du DS n◦8.

Exercice 1

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Déterminer un équivalent simple, lorsque n→+∞, de un =
√

n+1−
√

n−1. En déduire la limite de un

On a un =
(
n(1+ 1

n)
) 1

2 −
(
n(1− 1

n)
) 1

2 =
√

n
(
1+ 1

2n +on→+∞

(1
n

)
−
(
1− 1

2n +on→+∞

( 1
n

)))
=
√

n×
(1

n +on→+∞

( 1
n

))
=

1√
n +on→+∞

Ä
1√
n)
ä

et donc un ∼
n→+∞

1√
n et sa limite est donc nulle.

2. 1
x −

1
ln(1+x) =

1
x −

1
x− x2

2 +o(x2)
= 1

x

(
1− 1

1− x
2+o0(x)

)
= 1

x (
x
2 +ox→0(x)) = 1

2 +ox→0(1)

3. On considère F = {P ∈ R2[X ] tel que P(1)−
∫ 1

0 P(t)dt = 0
©

. Montrer que F est un espace vectoriel, et en déterminer
une base.

Soit P = aX2 +bX + c ∈R2[X ] on a P ∈ F ⇔ a+b+ c− (a
3 +

b
2 − c) = 0⇔ 6a−2a+6b−3b = 0⇔ 4a+3b = 0⇔

a = −3
4 b donc F = {−3

4 bX2 +bX + c,(b,c) ∈R2}= vect(−3
4 X2 +X ,1) la famille (−3

4 X2 +X ,1) est donc une famille
génératrice, et comme elle est formée de deux polynômes non colinéaires elle est libre : c’est donc une base de F .

4. Soit f : R3→ R2 définie par :

∀(x,y,z) ∈ R3, f ((x,y,z)) = (2x+ y+ z,x− y− z)

Montrer que f est linéaire. Déterminer une base de son noyau et de son image. f est-elle injective, surjective, bijective?
Soit (x,y,z) ∈R3,(x′,y′,z′) ∈R3 et λ ∈R alors

f (λ(x,y,z)+(x′,y′,z′)) = f (λx+ x′,λy+ y′,λz+ z′) = (2λx+2x′+λy+ y′+λz+ z′,λx+ x′−λy− y′−λz− z′)

= λ(2x+ y+ z,x− y− z)+(2x′+ y′+ z′,x′− y′− z′) = λ f (x,y,z)+ f (x′,y′,z′)

et (x,y,z) ∈ ker( f )⇔
®

2x+ y+ z = 0
x− y− z = 0

⇔
®

2x+ y+ z = 0
−3y−3z = 0

⇔
®

x = 0
y =−z

⇔ (∃z ∈R/(x,y,z) = (0,−z,z)) son

noyau est donc la droite engendrée par le vecteur (0,−1,1), la famille formée de ce seul vecteur en est une base. De
plus, l’image de f est l’espace engendré par f (1,0,0), f (0,1,0) et f (0,0,1), i.e. par (2,1),(1,−1) et (1,−1), comme
les deux premiers sont non colinéaires, ils engendrent tout R2 et donc l’image de f estΨR2 (la base canonique de R2

conviendra alors). Comme son noyau n’est pas {(0,0,0)} elle n’est pas injective, et comme son image est R2 elle est
surjective
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Exercice 2 : une équation différentielle.

On note ∆2(R) l’ensemble des fonctions de R dans R deux fois dérivables, et E l’ensemble des fonctions de R dans R
deux fois dérivables et solutions de l’équation différentielle :

y ′′+2xy ′+ x2y = 0 (H)

1. (a) SEV1 E ⊂ ∆2(R) par définition.
SEV2 La fonction nulle vérifie l’équation différentielle (H) donc E 6=∅.
SEV3 ∀(y1,y2) ∈ E2,∀λ ∈R,
(λy1+y2)

′′+2x(λy1+y2)
′+x2(λy1+y2) = λ(y1

′′+2xy1
′+x2y1)+(y2

′′+2xy2
′+x2y2) = 0 donc λy1+y2 ∈ E.

Conclusion : E est un sous-espace vectoriel de ∆2(R) .

(b) Comme f ∈ E, f ′′ =−2x f ′− x2 f donc f ′′ est dérivable surR d’où f ∈ ∆3(R).
Or ∀x ∈R, f̃ (x) = f ′(x)+ x f (x), on en déduit que f̃ ∈ ∆2(R).
De plus, ∀x ∈R, f̃ ′(x) = f ′′(x)+ f (x)+ x f ′(x) et f̃ ′′(x) = f ′′′(x)+2 f ′(x)+ x f ′′(x).
d’où f̃ ′′(x)+2x f̃ ′(x)+ x2 f̃ (x)
= f ′′′(x)+2 f ′(x)+ x f ′′(x)+2x( f ′′(x)+ f (x)+ x f ′(x))+ x2( f ′(x)+ x f (x))
Or f ′′(x)+2x f ′(x)+ x2 f (x) = 0 d’où f ′′′(x)+2 f ′(x)+2x f ′′(x)+2x f (x)+ x2 f ′(x).
On obtient en reportant f ′′′(x) dans la première égalité
f̃ ′′(x)+2x f̃ ′(x)+ x2 f̃ (x) = x( f ′′(x)+2x f ′(x)+ x2 f (x)) = 0 donc f̃ ∈ E .

2. (a) ∀(y1,y2) ∈ E2, ∀λ ∈R, U(λy1 + y2) = g avec ∀x ∈R, g(x) = (λy1 + y2)
′(x)+ x(λy1 + y2)(x)

soit g(x) = λ(y′1(x)+ xy1(x))+(y′2(x)+ xy2(x)) = λỹ1(x)+ ỹ2(x)
donc U(λy1 + y2) = λỹ1 + ỹ2 = λU(y1)+U(y2) donc U ∈L (E)

(b) Posons h =U(U( f )), on a alors h(x) = f̃ ′(x)+ x f̃ (x) = f ′′(x)+2x f ′(x)+ x2 f (x)+ f (x) = f (x)
donc U(U( f )) = f soit U2 = IE donc U est une symétrie vectorielle de E .

(c) On a alors E = ker(U− IE)⊕ker(U + IE).
Or f ∈ ker(U− IE)⇐⇒U( f ) = f ⇐⇒ f ′+ x f = f ⇐⇒ f ′+(x−1) f = 0⇐⇒ f ∈ F .
De même, f ∈ ker(U + IE)⇐⇒U( f ) =− f ⇐⇒ f ′+ x f =− f ⇐⇒ f ′+(x+1) f = 0⇐⇒ f ∈ G.
On en déduit donc que E = F⊕G .

(d) • (H1)⇐⇒∃λ1 ∈R, y = λ1e−A1 avec A1(x) =
∫
(x+1)dx =

(x+1)2

2
soit (H1)⇐⇒∃λ1 ∈R, ∀x ∈R, y(x) = λ1e−

(x+1)2
2 .

• On montre de même que (H2)⇐⇒∃λ2 ∈R, ∀x ∈R, y(x) = λ2e−
(x−1)2

2 .

• E⇐⇒∃(λ1,λ2) ∈R2, ∀x ∈R, y(x) = λ1e−
(x+1)2

2 +λ2e−
(x−1)2

2
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Exercice 3

1. Soit n ∈ N∗, on définit la fonction fn sur R+ par fn : x 7→ x
√

1+ x
n . Cette fonction est continue sur R+ qui est un

intervalle, fn(0) = 0≤ 1 et n→+∞
lim

fn(x) = +∞ donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe x ∈R+

tel que fn(x) = 1. De plus, fn est strictement croissante en tant que produit de fonctions strictement croissantes et
positives et cela garantit l’unicité d’une solution à l’équation fn(x) = 1

2. (a) En réappliquant le TVI mais cette fois-ci sur l’intervalle [0,1] comme fn(0) = 0≤ 1≤
»

1+ 1
n = fn(1), on peut

garantir que la solution se trouve dans l’intervalle [0,1]

(b) On a xn =
1

1+ xn
n

or lim
n→+∞

xn
n = 0 donc lim

n→+∞

1
1+ xn

n
= 1 i.e. lim

n→+∞
xn = 1

3. (a) On a xn(1+ xn
n )

1/2 = xn
(
1+ 1

2
xn
n +on→+∞

( 1
n

))
= xn +

x2
n

2n +o(1
n) = 1 donc xn =

n→+∞
1− x2

n
2n +o(1

n).

(b) Comme xn = 1+o(1) on a x2
n = 1+o(1) ce qui donne le résultat voulu

(c) ln(xn) =
−1
2n +on→+∞

(1
n

)
d’où ln(xn) ∼

n→+∞

−1
2n .

4. En faisant cette fois-ci le DL à l’ordre 2 on a xn =
(
1+ xn

n

)−1/2
= 1− 1

2
xn
n + 3

8
x2

n
n2 +on→+∞

( 1
n2

)
donc

xn = 1− 1
2

1− 1
2n+on→+∞( 1

n))
n + 3

8n2 +on→+∞

( 1
n2

)
= 1− 1

2n +
5

8n2 +on→+∞

( 1
n2

)
donc

α =
5
8
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