MPSI A rendre le 17/03/25

DM n°6.

1 Sommes des diviseurs
Pour tout entier naturel non nul n, on note 6(n) la somme des diviseurs de n.
1. Calculer 6(1),0(2) et 6(3).

2. Soit n € N, n > 2. Montrer que n est composé, ¢’est-a-dire 3(a,b) € N?,1 < a < b, tels que n = ab si et seulement si

o(n) > n++/n.

p(x+1 -1

3. Supposons que n = p* avec p nombre premier. Montrer que 6(n) = e
p p—

k
4. Supposons maintenant que 7 se décompose en produit de facteurs premiers sous la forme n = H p?".
i=1

(a) Donner I’expression générale d’un diviseur d de n.

k p(_X,'-‘rl 1
(b) En déduire que o(n) =] | (1)
i=1 \ Pi—

(c) Calculer 6(10!).

5. En déduire que si m An =1 alors 6(mn) = 6(m)c(n) : G est une fonction arithmétique multiplicative.

o(n)

6. Montrer que —= = Z -.
n i d

2 Nombres parfaits pairs
On dit qu’un entier naturel non nul n est parfait s’il est égal a la somme de ses diviseurs stricts (autres que lui-méme).

1. Montrer que n est parfait ssi 6(n) = 2n. En déduire que 28 est parfait.
2. Montrer que si 27 — 1 est un nombre premier alors n = 27! (27 — 1) est parfait et pair.

3. Réciproquement, on suppose que 7 est parfait et pair.

(a) Supposons qu’il existe p > 2 et m impair tel que n = 2P~ !m. Calculer de deux maniéres () puis en déduire qu’il
existe £ > 1 tel que m = (27 — 1)¢.

(b) Montrer que 6(m) = m+ { puis aboutir a une contradiction si £ > 1. Conclure.

On ne connait aucun nombre parfait et impair, on ne sait méme pas s’il y en a. On sait cependant que s’il en existe, ils ont
au moins 300 chiffres ...
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3 Approximation de \/2 par une suite récurrente

Dans cette partie, on cherche 2 approximer v/2 en utilisant une suite définie par une relation de récurrence du type u, | =
f(u,), ou f ne fera pas intervenir de fonctions racines (sinon, a quoi bon s’embéter !) mais uniquement des opérations
faisables avec un papier et un crayon.

On cherche une fonction de la forme x + ax+b + { avec (a,b,c) € @Q? dont /2 serait un point fixe.

1. Déterminer une condition suffisante sur (a,b,c) € Q® pour que v/2 soit un point fixe de la fonction f.

2. Déterminer une condition suffisante sur (a,b,c) € Q> pour avoir, de plus, f'(v/2) = 0. On considére a présent cette
fonction f. On définit la suite u définie par

up=1etVn € Nyu,11 = f(up).

3. Calculer uy,uy,us.
4. Montrer que pour tout entier n € N*, on a u,, > v/2
5. Montrer que la suite (u,)nen+ st décroissante.

6. En déduire qu’elle converge et préciser sa limite

7. Montrer qu’il existe k € [0, 1] tel que pour tout entier n, |u, 1 — V2| < k|u, —+/2|. On pose €, =

Uy — \ﬁ ‘ Donner
une majoration de g,.

8. Combien faut-il faire d’étapes pour obtenir une approximation dev/2 avec n décimales en suivant ce procédé ? (on
demande une valeur minimale et non la valeur exacte).

9. Montrer que pour tout entier n, u,, € @ et s’écrit sous la forme ?. On propose I’algorithme suivant afin qu’il calcule
P10 €t qio

for k in range(n):
(pra)=( ' )

DM n°6 2/2 Lycée Leconte de Lisle



