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Correction du DS n°6.

Durée : 4 heures - Durée minimale obligatoire : 3 heures

La calculatrice est interdite.

Question de cours - Exercices d’applications du cours

1. égalité des accroissements finis
2. Comme 102 et 81 sont des multiples de 3, tout entier de la forme 102x + 81y est multiple de 3 et ne peut donc jamais

valoir 2. L’ensemble des solutions est donc vide.
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Exercice 1 : une usine qui fabrique des piéces

1. On note A I’événement "la piece est acceptée par le controle”, et B 1’événement "la piece est bonne". L'événement £
"Il y a une erreur au controle" se décompose en ANB et ANB . Ces deux derniers événements sont incompatibles, on

adonc: P(E) = P(ANB)+P(ANB).
Maintenant, P(ANB) = P(A|B)P(B) . Or, P(B) = 0,05, et P(A|B) = 1 — P(A|B) = 0,02 . De méme, on a P(ANB) =
P(A|B)P(B) eton a P(A|B) = 1 — P(A|B) = 0,04 . On obtient finalement : P(E) = 0,95 x 0,04+ 0,05 x 0,02.
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2. Dans cette question, on cherche P(BJA) alors que 1’on connait les probabilités conditionnelles sachant B . Ceci nous
invite a utiliser la formule de Bayes.

P(B)P(A|B)
P(B)P(A|B) + P(B)P(A|B)

0,05 x 0,02 1
0,95 x 0,96 +0,05x 0,02 913

P(B|A) =

~(,001.

Exercice 2 : Une équation fonctionnelle

Soit f : R — R une fonction continue telle que V(x,y) € R?, f(32) = 1 (f(x) + f(7)).

1. Soit (a,b) € R? tel que Vx € R, f(x) = ax+b. Alors V(x,y) € R?:

((ax-+B)ay +)) = 3 (/) + F()

x+y)_ x+y _ x+y b+b 1
f<2 e tb=a— 2 2

2. (a) Prouvons par récurrence double sur n € N que f(n) = 0 pour tout n € N . En effet, on a bien f(0) = f(1) =0.

De plus, si f(n) = f(n+1) =0, alors en appliquant la propriété avec x =nety=n+2,ona % =n+1etdonc

fln+ 1) =2 fn) 45 f(n+2),
N——

dont on déduit f(n+2)=0.
(b) Remarquons que f estimpaire. En effet, si x € R et si on applique la propriété avec y = —x , alors f(x)+ f(—x) =0
ce qui prouve bien que f est impaire. Ainsi, pour tout p € Z,ona f(p) =0.

(c) Prouvons maintenant par récurrence sur n € N que f(p/2") = 0 pour tout n € N . C’est vrai pour n =0, et si
c’est vrai au rang n , alors appliquons la propriété avec x =0 ety = p/2" . Alors f (zn‘%) = 0 ce qui prouve que
la propriété est vraie aurang n+ 1 .
1

(d) On a, par définition de la partie entiere, 2"x, < 2"x <2"x, +1 <= x— 5 <x < x.
Par le théoréme des gendarmes, (x,) converge vers x .
(e) On a, pour tout entier n , f(x,) = 0 et de plus x, — x . Puisque f est continue, f(x,) — f(x) et donc f(x) =0.
3. Soit g la fonction affine telle que f(0) = g(0) et f(1) = g(1) et posons h = f — g . Alors h vérifie la propriété et vérifie
également que /2(0) = A(1) =0 . On en déduit que & est identiquement nulle, puis que f = g est affine.

Exercice 3 : arithmétique

Posons () I’équation p" — 1 = ¢".
1. Si p et g sont impairs alors p" — 1 est pair et ¢ impair ce qui est contradictoire avec (x). Par conséquent, un solution

(p,q) de (*) contient un entier pair et un impair. Puisque p et ¢ sont premiers, ona p =2 ou g = 2.

2. e p" 14 p" 24 ...+ p+1estlasomme des termes d’une suite géométrique de raison p et de premier terme 1. Comme

p#Lonap" ' 4p" 4. 4p+l=

1—
eOrg=2donc p"—1=2"=(p—1)(p" '+ p"2+---+p+1)donc Ik c[0,m], p—1=2F alors p=2F+1. De
plusilyantermesde 1 & p"~!donc S = p" '+ p" 2+ 4+ p+1=n[2] soit S a la méme parité que n et c’est aussi
une puissance de 2 (éventuellement 20y,

e Si 1 est impair, S est impair. Or § =2" % donc S=1etm =k d’ott p" — 1 = p— 1 soit p"~

alors .
m

Réciproquement, on vérifie bien que (2" —1)! +1 =2,

P soit| p" = 1= (p—1)(p" ' +p" 2+ +p+1)

'—1doncn=1.0Ona
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e Si n est pair soit n = 2s avec s € N* alors 2" = p** — 1 = (p*)> — 1 = (p* — 1)(p* + 1) donc il existe k €[ 0,m |
pP—1=2ketdonc p* +1=2"K Orp’+1=p*—14+2=2F+2donc 2 '+ 1 =2""*"1: comme 2" +1 > 1, on
en déduit que 27! 4 1 est multiple de 2 soit k = 1 d’ott p* — 1 =2 et p* + 1 = 4. On obtient donc p* = 3 soit et

s = 1], Par conséquent, 2" = (p*)> — 1 =8 d’ott [ m = 3].

Réciproquement, on vérifie bien que 32 — 1 = 23,

3. g2 — "'+ 472+ + 4> — g+ 1 est la somme des termes d’une suite géométrique de raison —g et de premier terme

1— (7q)2t+l

l.Commeg#1l,onag” —¢* ' +¢* 2+ - +¢*—qg+1= n
q

soit pn:2n:(q+1)(q2t_q2t71+q2t72+._.+q2_q+1)
2t 2t 2t 1— (_1)2t+1 2t

Y A1) =Y (1) [2Jcarg=12]. Or Y (-1) = T ldonc| Y ¢*(—1)*=1]2]

k=0 k=0 k=0

2t

Donc g+ 1 =2%et Z(—l)k = 1. On en déduit que | g = 2" — 1 |et[r = 0] soit | m = 1]
k=0

Réciproquement, on vérifie bien que 2" — 1 = (2" — 1)1,

t—1 i—1
4. @) ¢"+1=(@)+1=(¢" +1) ) (—g*)X. On en déduit de la méme facon que ¢* + 1 est impair et que ) (—g* )
k=0 k=0

est impair et une puissance de 2 donc .

(b) On aalors 2" = qz’v +1dou qzs —1=2"_2= 2(2"*1 —1).

s—1
(© Onag” —1=(4>~1) Y ¢* donc|g*— 1 divise ¢* — 1|,
k=0
¢ —1=(qg—1)(g+1). Comme g est impair, il existe o € N tel que g = 20.+ 1 d’olt
¢* —1=20a(200+2) = 4a(o+ 1). De plus, ot et o+ 1 sont deux entiers consécutifs donc leur produit est divisible

par 2. On obtient finalement | 8 divise ¢> — 1 |

On en déduit que 8 divise 2(2" ! — 1) soit 4 divise 2"~ ! — 1 ce qui impossible.

5. Les solutions de () sont donc :

ep=2etg=2"—-1sim=1
eg=2etp=2"+1sin=1
eg=2etp=3sin=2etm=3

Exercice 4 : théoreme de Darboux

On se propose, dans cet exercice, de démontrer le théoréeme de Darboux dont I’énoncé concis est le suivant :
"Soit I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable, f dérivable, alors f'(I) est un intervalle".

1. Si f est constante alors f = 0 et donc f'(I) = {0} qui est un intervalle.

/1) et on aura bien & > 0.

(a) Comme f’(a) < z on peut poser € =
Par définition du nombre dérivée en a, %ing) W = f’(a) donc il existe N > 0 tel que pour tout € ]0,M[ on
—

ait w — f'(a)| < € ce qui entraine w <fl(a)+3(z—f(a) <z
On fait de méme en posant &, = f'(b) —z > 0 et en remarquant ]11irr(1) w = f'(b), on obtient qu’il existe
—

M2 tel que VA € ]0,m2[ on ait premierement b+ h € I (comme I est ouvert, il reste un peu de place a droite de
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b pour se balader sans sortir de I’intervalle, a condition que 1, soit suffisamment petit pour ne pas en sortir) et

w > z. On prend ensuite & = min(m, ™M) et on peut alors affirmer

Ja> 0, Yh €]0,al, W <, SOt = f)

h

(b) On pose 1, : x +—> w qui est continue car f est continue,e et sur I'intervalle [a,b] en choisissant al pha

comme dans la quesiotn précédente, on a T4(a+5) <z < T(b+ §) donc d’apres le TVI, 3y eI, y+h e

et f(y+h})l—f(y) =z

(c) En utilisant 'EAF (dont les hypotheéses ont bien été rappelées dans la question de cours) a la fonction f sur

intervalle [y,y + h], on obtient qu’il existe x € I tel que w = f'(x) i.e. tel que z = f'(x).

(d) On vient de prouver que pour tous couple de valeur dans f'(I) de la forme f’(a) < f'(b), toutes les valeurs z
comprise entre f'(a) et f'(b) s’exprimait comme f’(x) pour un certain x € I, i.e. appartiennen ta f'(I). Cela
prouve que f’(I) est un intervalle

2. Application : Par I’absurde : si f était une telle fonction, alors f’(IR) serait un intervalle or si f' = E, ona f'(R) = Z
mais Z n’est pas un intervalle : cela est donc absurde.

3. Application : Comme f est convexe et dérivable, on sait que f’ est croissante, et on veut montrer que f’ est continue.
Soit a € I, comme f” est croissante elle admet des limites a gauche et a droite en x, et I’on sait déja que

lim f'(x) < f'(a) < lim f'(x)

x—a~ x—at

Supposons que 1’inégalité de gauche soit stricte, on aurait alors lim f’(x) < f’(a). Pour une valeur ot < a on aurait
xX—a~

done ((a,al) = | £/(0), lim ()| puis f'(foval) = | (@), lim /'(x)
Xx—a- X—a-
notre beau théoreme de Bourdax qui affirme que f’([o,a]) est un intervalle. Ainsi, on obtient que cela est absurde et
donc lim f’(x) = f’(a) ce qui prouve la continuité a gauche
X—a-

U{f'(a)} : mais cela nous bouleverserait

Pour Ia limite a droite, de mani¢re similaire, en supposant que lim f'(x) > f'(a) on aurait
xX—a

7 B)) = {f'a} ] 1im 7o), 7 (B)]

et cela n’étant pas un intervalle, on conclut de la méme fagon pour la continuité a droite.
On a finalement f’ continue, donc f est C'

Correction DS n°6 477 Lycée Leconte de Lisle



MPSI

Samedi 22/02/2025

Probléeme

I. Etude de f

1. Etude de la continuité

1 . . .
(a) x— — et g sont définies et continues sur |—oo, 0] et |0, 4oo] donc f I’est aussi.
X

1
(b) g est définie et dérivable sur R et Vx € R, g'(x) = Tre donc g’ est dérivable sur R et
e

—X

e
(14+e%)2

VxeR, g (x) = > 0 donc ‘ g’ est strictement croissante sur R ‘

(c) e Soitx >0

g est continue sur [0,x] et dérivable sur ]0,x[. De plus, Vz € ]0,x[,¢'(0) < g'(r) < &' (x).
1 e*
D’apres I’inégalité des accroissements finis, E(x— 0) < g(x)—g(0) < e (x—0) soit
e
X e*
5 < <
Vx>0, 5 g(x) e
e Soitx < 0
g est continue sur [x, 0] et dérivable sur ]x,0[. De plus, V7 € |x,0[,¢'(x) < g'(t) < £'(0).
e* 1
D’apres I’inégalité des accroissements finis, Tr o (0—x) <g(0)—gx) < 5(0 — Xx) soit
e
X e*
Vx <0, = < <
*¥<0, 5 S8 <x
e*
o Soit x = 0 alors % =0=¢(0) =x7
Conelusion : | ¥x € R, = < g(x) < x—2
onclusion : =< <
TSRy SEWST T
@ D I’i lité dtVeR*l f()<ex
apres I'inégalité précédente = <
P ’ g p X 3 X 1o 1
iiirg) 1 —T—ex =3 donc, d’apres le théoreme d’encadrement, )lclir(l) flx)= 5= £(0).

Conclusion : ‘ f est continue en 0 et donc sur R ‘

1
2. (a) x+— — et g sont dérivables sur | —oo,0[ et ]0,+oo[ donc f I’est aussi.
x

(b) g estde classe C™ sur R donc g(3) est continue sur le segment [—1,1]. Donc g(S) est bornée c’est-a-dire IM €

R*,Vxe[~1,1] ‘g ‘<M

(c) e On considere les fonctions ¢ et W définies sur [0, 1] par

x XK M 4

2
(P(x):g(x)—i—g—gx et‘P() g(x)—f_f_kix

e @est C”sur [0,1] et Vx € [0,1], ¢ (x

3)x

1
¢/ =g/ ()~ 5 M et o
D’apres la question précédente, ¢®) (x) < 0.
Donc ¢?) est décroissante sur [0, 1], or ¢(?(0) = 0 donc Vx € [0, 1], 9 )( )<O0.
Donc ¢’ est décroissante sur [0, 1], or ¢'(0) = 0 donc Vx € [0,1], ¢'(x) <

(
Donc ¢ est décroissante sur [0, 1], or ¢(0) =0 donc Vx € [0,1], ¢(x) < 0
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(d)

3. (a)

(b)

eWest C*sur [0,1]etVx € [0,1], ¥ (x) =g’ (x) — = — >+ —x

P (x) = ”()—%—i—Mx et PI(x)=gP(x)+M

D’aprés la question précédente, ¥ (x) > 0.

Donc ¥ est croissante sur [0, 1], or ¥ (0) = 0 donc Vx € [0,1], ¥®)(x) > 0.
Donc W est croissante sur [0, 1], or ¥/(0) = 0 donc Vx € [0,1], ¥'(x) > 0.
Donc W est croissante sur [0, 1], or ¥(0) = 0 donc Vx € [0,1], ¥(x) > 0.
Finalement, on a obtenu :

De I’inégalité précédente, on en déduit I’encadrement

Q=10 1) My
6

M
Or lim — |x| = 0 donc, d’apres le théoreme d’encadrement, hm
x—0 6 —0

OO‘HX

Conclusion : | f est dérivable en 0 et donc sur R. De plus, f/(0) =

. . In(2) 1
ngmf(x) = lim 1 ——~*

X—>+o0

1
+—-In(l+¢")=1let lim f(x)= lim —In(1+4¢") =
X X—y—o0 X——o0 X

Donc I’axe des abscisses et la droite d’équation y = 1 sont des asymptotes horizontales a la courbe Cy respective-

ment en —oo et +oo,

h est dérivable sur R et Vx € R, 4 (x) = xg" (x). Comme g” > 0, /' (x) est du signe de x.

X —o0 0 4o
I (x) - +

h(x) NS

0
Donc Vx € R*,a(x) > 0. OrVx € R*, f'(x) = h)(;) > 0 donc f est strictement croissante.
X | —oo 0 o0
f'(x) + 5 +
1

/

f@) :

/!
0

II. Calculs de limites

k 1 1+ (%) 1 b
1. (a) VxeR*, ac/®) :aexpM :aexpln< (o) ) =aexp— (ln(a i )—ln(ax)>
x x x

2
Conclusion : | Vx € R*, @(x) = aek/*)

~exp 1 m(aubX) B (aX+bx>.i — o)
—exp — )= -
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(b) Comme f est continue sur R, on en déduit que ¢ est prolongeable par continuité en 0.
1
De plus liII(l) flx)= > d’ol par composition des limites on pose :
X—

0(0) = lim @(x) = aek/©) = ge1ns — ¢ \ﬁ Vi
a

x—0
(©) Vx € R, @/ (x) = ak?f" (kx)e*/ ), comme k > 0, on en déduit que ¢’ (x) est du signe de f'(x).
De plus, lim ¢(x) =ae’! =bcar lim f(x)=1
X—>+foo X—>+oo

et lim @(x) =ae’ =acar lim f(x)=0
X——oo X——o
X —o00 0 o0
b
/

o(x) Vab
a

1 1
X4+ pY\ x X4 pE\ x
2. Si0<a<b,alors lim <a ; ) = lim @(x) =b=max{a,b} et lin(l) (a —; ) =lim@(x) = Vab
x—

X—>—+o0 X—>—+o0

Si0 < b < a, on échange alors a et b dans la définition de @ en posant k = In %. On obtient alors

1 1
. b"+ax)~\‘_ . o : (bx+ax>?_ . _
anEw < 5 = XLITW(P(X) =a=max{a,b} et ll_r)l(l) = )1(1_r>r(1)(p(x) = Vba
1 1
X A\ x XL pP\ x
Conclusion :| Pour touta >0etb >0, lim (a i > = max{a,b} et lim (a i > =+Vab
X—r+oo x—0 2
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