MPSI A rendre le 16/01/25

: o
Correction du DM n°4.
Probléme 1
a b ¢
Pour tout (a,b,c) € R3, onnote T(a,b,c)=| b a-+c b |.Onconsideére I’ensemble S défini par
c b

S={T(a,b,c)|(a,b,c) € ]R3}

1 00 010 0 0 1
Onpose/=| 0 1 0 ] ,A= 1 01 JetB=| 0 1 0
0 01 010 1 00
Partie I
Probleme 1
Partie I

1. SG1 S .#3(R) par définition.
SG2 03=T(0,0,0) ¢ S donc S #
SG3 VY(M,M')cS? 3a,b,c,a’,b’',c') € RO tels que M =T (a,b,c) et M' =T (a',b’,c’)

a b ¢ a’ b’ c! A B C
M-M'=| b at+c b |—| b a'+c" b |=| B A+C B |=T(A,B,C)
c b a ¢! b’ a’ C B A

avecA=a—a',B=b—betC=c—c' doncM—-M'eS.
Conclusion : | S est un sous-groupe de .Z3(IR) ‘

1 0 1
2. (@ A’=| 0 2 0 |=I+B,B>=1,AB=AetBA=A.
1 0 1
a b ¢ a’ b’ ¢’ A B C
(b) MM' =T(a,b,c)xT(d',b,/,dY=| b a+c b | x| b a'+c" b |=| B A+C B
c b a ¢’ b’ a C B A

soit MM’ =T (A,B,C) avec A = aa’ +bb’ +cc',B=ba’' +ab’' +cb'+bc’ et C = ca’ +ac’ +bb'.
(c) SA1 Sestun sous-groupe de .Z3(R).

SA2 I=T(1,0,0)€8

SA3 VY(M,M')€S? MM’ c S d apres la question précédente.

On remarque de plus que MM' = M'M.

Conclusion : ’S est un sous-anneau commutatif de .73 (R) ‘

(d) A n’estpas une matrice inversible sinon AB=A = A~'AB = A"!A soit B=1I ce qui est absurde donc| S n’est pas un corps

2i(1) gg aa' +bb' +cc’ =1

3. (@ MM'=1<~—=T(A,B,C)=1+—= B <= ba'+ab'+cb'+bc’'=0
c=0 (3) ca'+ac’'+bb' =0
A+C=1 @ =(1)+3)

aa' +bb'+cc’' =1 (1)
< ba'+(a+c)b'+bc'=0 (2)
ca'+bb'+ac’ =0 (3)
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D’ou (1) — (3) <= (a—c)(a’ —c¢’) = 1. Par conséquent, si a = ¢, il n’y a pas de solution.
(a—c)a'—c') = 1 (1)
Sia#c,alors MM' =1 <= { (a—c)ba' +(b* —ac—c*)b'=b bx(1)—cx(2)
(a—c)ba’' +(a®>+ac—b*)b' =0 ax(2)—bx(a)
(a—c)(a'—c")=1
—<{ (P —(a+c)?)b' =b
(a—c)ba' + (a®> +ac—b*)b' =0
Le systéme n’admet pas de solution si b* — (a+c)? = 0.
En effet, si I’égalité est vraie alors (b* — (a+c)?)b' =b = b= 0= a+c =0 ce qui est exclu.
Si b? — (a+c)? # 0 alors on obtient
, b* —ac—a® , et e/ —b* +ac+c?
a = = —-= CcC =
(a—c)(2b% —(a+c)?)’ 2b% — (a+c)? (a—c)(2b* — (a+c)?)
(b) Les éléments inversibles de 1’anneau S sont donc les matrices T (a, b, c) qui vérifient a # ¢ et b*> — (a+c)* # 0.
Partie 11

1. M estorthogonale ssiM x 'M ="M xM =1IssiM~' =M.

2. SiM € Salors M = 'M d’ott M est orthogonale ssi M? = [ <

3. bla+c¢)=0<=b=0o0uc=—a.
Cas1:sib=0alorsac=0donca=0ouc=0.
eSia=0alorsc=1ouc=—1s0itM=T(0,0,1) ouM =T(0,0,—1).
eSic=0alorsa=1oua=—1soitM=T(1,0,0) ouM =T(—1,0,0).

1 1

CasZ:sib;«éOalorsc:—aetb2:2a2donc4a2:1soitazioua:—i.

. 1 1 1 . (1 1 1) (1
eSia=—alorsbh=—oub=——soitM=T|z,—,—= JouM=T| -, —

2 V2 V2 272 2 2

. 1 . ( 1 1 1) (
eSia=——alorsb=—oub=——soitM=T|—=,—, - JouM=T|—

V2 V2 2722

Réciproquement, les huit matrices sont orthogonales.

a*+b*+c* =1
b*+2ac =0
ba+c¢)=0

1 1 1

352

5D

)
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Probleme 2 (facultatif)
L’anneau % /n’Z
Soit 7 € N*. On définit ~ la relation binaire sur Z? telle que x ~ y < x —y € nZ

1.

OnaV(x,y) € Z*,xj < x—y € nZ < x = y[n]. Cette relation est reflexive car Vx € Z,x —x = 0= 0 x n € nZ, symétrique,
car si V(x,y) € 72, tel que x ~ y, il existe un entier p € Z pour lequel x —y = pn. On a donc y, = —pn et comme —p € 7,
celaprouve que y—x € nZ d’ oty ~x

Enfin, elle est transitive : carpour tout (x,y,z) € 73 si x ~ y et y ~ z alors il existe deux entiers p t ¢ tels que x —y = pn
ety, =gn,alorsx—z=x—y+y, = (p+q)nor p+q € Z ce qui prouve x ~ z

C’est donc une relation d’équivalence

Chaque entier k € Z peut s’écrire k = pn+r avec r €] 0;r — 1 | (division euclidienne par n, le reste étant r). Dans ce
cas, k et r sont congrus modulo #, ainsi, k est dans la classe d’équivalence de r, i.e. n’importe quel entier est soit dans
la classe de 0, soit dans celle de 1, soit dans celle de 2, etc ou enfin dans celle de n — 1.

De plus, toutes ces classes sont bien disjointes, en effet, si 0 < k <k’ < n—1, alors 0 < k¥’ — k < n qui n’est donc pas
multiple de n, ainsi k et K’ n’étant pas congru modulo 7, leurs classes sont disjointes.

11 y a donc exactement n classes, qui sont 0,1,2,.....n— 1. Il faut noterque n =2n=...=0etn+1=2n+1=..=1
etc...

. On considere deux classes d’équivalence de 7Z/nZ. Alors il existe bien deux entiers a et b tels que ces classes

d’équivalences soient @ et b. L’ennui étant le fait qu’il n’y a pas unicité : en choisissant un autre entier a’ = a + kn,
on aurait également pu dire que la premicre classe correspondait a a + kn, idem, pour représenter la seconde classe
d’équivalence, on aurait trés bien pu choisir b’ = b+ In puisqu’apres tout, a + kn = @ et b+ In = b. Décidons d’associer
a ces deux classes la classe d’équivalence de a + b.

* En ayant choisi comme représentants a et b, on trouvera la classe d’équivalence a + b

* En ayant choisi comme représentants a’ = a+kn et b’ = b+ In, on trouvera la classe d’équivalence a + b+ (k+)n
mais il se trouve que a+b = a+ b+ (k+[)n[n] donc au final, la classe d’équivalence de a + b ne dépend pas du
choix d’un représentant a ou d’, ni du représentant b ou b'.

Si I’on a deux classes d’équivalences qui sont @ et b, alors a+b=a+b=b+a=b+a (cara+b=b+a vu que +
est commutative sur 7Z)

. On considere une classe d’équivalence, on décide d’un représentant a € 7Z tel que cette classe qui est donc @. On aurait

également pu choisir @’ = a + pn, et voyons ce que vaut ®"7", On a 7" = @*®’n = ©*(®")? or ®" = 1 car ® est
racine n-éme de I’ unité.

Au final, que I’on choisisse comme représentant a ou a’, le résultat sera dans tous les cas ®?, donc le choix d’un
représentatn de la classe d’éqiuvalence n’a pas de conséquence sur le résultat, poyur cette raison, 1’application 0 est
bien définie.

On considere deux classes d’équivalences, (k,) € (Z/nZ)*, (comme dit précédemment, le choix des représentants n’a
pas d’influence). On a alors

0(k+1) = 0" = 0w’ = 08(k)6(),

ce qui prouve que 6 est un morphisme de (Z/nZ,+) vers (U, x).
Pour prouver son injectivité, on cherche le noyau de 6. On a

keker(®) < 0(k)=1en =1 nkek=0.

Donc ker(8) = {0} ce qui prouve que 0 est injective. Comme les cardinaux de 7 /n7Z et de U, sont tous les deux égaux
an, 0 est un isomorphisme.

Comme pour la question 3, si I’on avait choisi @’ = a+kn et b’ = b+ In, le produit a’b’ nous aurait donné a'b’ =
ab+n(kb+la+ kin) ce qui est congru a ab modulo n, donc au final la classe d’équivalence obtenue aurait été la méme
car

ab = ab+n(kb+la+kln) = d'b'.

DM n°4 3/4 Lycée Leconte de Lisle



MPSI A rendre le 16/01/25

8. + est une Ici commutative, associative, d’élément neutre 0, dont chaque élément k admet pour symétrique 1’éléement
—k, ce qui garantit que (% /nZ,+) est un groupe abélien.
Laloi x est une Ici, elle est associative car @ x (b x ¢) = @ X bc = abc = ab x ¢ = (@ x b x ¢). Elle est aussi distributive
par rapport & + cara x (b+¢) =a x b+ c = a(b+ ¢) mais comme a(b+c) = ab + ac (en utilisant les propriétés sur Z
de ces opérations) on obtient finalement ab + ac = ab+ac = @ x b+a x ¢. Le produit dans I’autre sens : idem car tout
commute. Enfin, T est I’élément neutre de x car pour touta € Z/nZonalxa=a=ax 1

9. « Si n n’est pas un nombre premier, alors il s’écrit n = ab avec 1 < a,b < n ainsi on aa # 0 et b # 0, mais pourtant
a x b =0 donc dans ce cas, I’anneau 7 /nZ,+, x n’est pas integre.

* Si n est premier, pour tout a non multiple de n, on a alors k An = 1 et donc d’apres I’identité de Bézout, il existe
deux entiers (u,v) € Z? tel que
au+nv =1,

mais cela entraine @ = 7iv = | mais comme 7 = 0 on a finalement au = 1, et le produit étant commutatif, on
a aussi le méme résultat pour ua, donc toutes les classes autre que 0 admettent un inverse pour la loi X, ce qui
correspond a dire que (Z/n7Z,+, x) est un corps.

Conclusion si n n’est pas premier (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif non-intégre (donc pas un corps) et si n est
premier, c’est un corps (donc notamment il est integre).
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