A rendre le 16/01/25

MPSI
o
DM n°4.
Probleme 1
a b c
Pour tout (a,b,c) € R, onnote T(a,b,c)=| b a+c b |.On considere I’ensemble S défini par
c b a
S:{T(a,b,c)\(a,b,c)€R3}
1 00 010 0 0 1
On pose I = 010 |),A= 1 01 etB=1 0 1 O
0 01 010 1 00
Partie I

1. Montrer que S est un sous-groupe de .Z3(IR).

2. (a) Exprimer A”, B>,AB et BA a I’aide de I,A et B.
(b) Soient (a,b,c) et (a',b',c') dans R?, M = T (a,b,c) et M' = T(d', b, ,c’). Calculer le produit MM'.
(c) Montrer que S est un sous-anneau de .#3(RR). Est-il commutatif?

(d) L’anneau S est-il un corps ?

3. Cette question est consacrée a la recherche des éléments inversibles de 1’anneau S.

(a) On reprend les notations de la question 2. Calculer, lorsque c’est possible, a’, b’ et ¢’ en fonction de a, b et ¢ pour
que MM’ =1.
(b) Quels sont les éléments inversibles de 1’anneau ?

Partie I1

Une matrice M est dite orthogonale si M X 'M ="M x M = 1.

1. Montrer M est orthogonale si et seulement si M~ = 'M.
a’+b* 4t =1
2. Soit M € S. Montrer que M est orthogonale si et seulement si { b+ 2ac =0
bla+c)=0

3. En déduire toutes les matrices orthogonales appartenant a S.

Partie IT1

1
Dans cette partie, on note K = — A et M = T(1,1/2,0). On se propose de calculer les puissances de K puis celles de M.

V2
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1. Calculer K2, K? puis K" pour tout n € N* suivant la parité de n.
2. Exprimer M aI’aide de I et de K et montrer que Vn € N*, M" = [ +a,K + an2 avec
_ n\ 5k _ APN
a, = 1<k<zkv | (k)z et b, = - Y . (k)z
<k<n, kimpair <k<n, kpair
3. Calculer 1 +a, + b, et 1 —a, + b, pour tout n € N. En déduire g, et b, en fonction de n.

4. Conclure en exprimant M" comme combinaison linéaire de /,A et B.

Probleme 2 (facultatif)
L’anneau Z/n7Z

Soit n € N*. On définit ~ la relation binaire sur Z? telle que x ~ y < x —y € nZ

1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence (I’interpréter en terme de congruence).

2. Expliquer brievement combien de classes d’équivalence il existe sur Z pour cette relation d’équivalence.
Dans la suite, on note Z/(n7) ou plus simplement 7 /n7Z I’ensemble des classes d’équivalence. Pour k € 7Z, on note

k = k+nZ la classe d’équivalence de k. On munit Z /nZ de la loi de composition + de la maniére suivante : k+1 =k + 1.

3. Justifier que la loi de compoisition + est bien définie (attention : lorsqu’on écrit k, d’autres entiers que k pourraient
aussi bien convenir).

4. Montrer que (7Z/n7,+) est un groupe commutatif

. 2im . .
5. Soit @ = e+ . On définit
6 7/n7 — U,
ke of
Justifier que 8 est bien définie (attention : lorsqu’on écrit k, d’autres entiers que k pourraient aussi bien convenir).

6. Montrer que 0 est un isomorphisme.

On s’intéresse maintenant a une nouvelle loi de composition : pour kI € Z/nZ, k x [ = kl
7. Justifier que x est bien définie.
8. Montrer que (Z/nZ,+, x) est un anneau.

9. Dans le cas général, Z/n’Z est-il un corps ? Est-il intégre ?

DM n°4 2/2 Lycée Leconte de Lisle



