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TD 11 : Suites réelles et complexes

Limite d’une suite

Ex1 FEtudier la monotonie des suites (u,), définie par :
n 2k —1

2 n
@u,=n"—e¢e (b)u”:gm Quy,=m+1)(n+2)...(n+n)
L 5
(d) u, =na+(—1)"aveca e R (e)un:k:lm (f)un:/o sin ¢t dt

a) utiliser u,, = f(n) étudier la fonction f  b) u, est un produit télescopique !

¢) Montrer que u, > 0 et comparer "’I;“ avec 1  d) Regarder u,, 1 — u, (3 cas a distinguer suivant a)

e) Regarder u, 1 —u, f)Regarder u, 1 —u, puis utiliser 0 < sin(z) < 1 sur [0, %]

Ex2 Soit (#,)nen une suite d’entiers. Montrer que u converge si et seulement si u est stationnaire. Une implication est simple,
pour I’autre, on utilisera la définition de convergence avec € suffisament petit : % fonctionnera.

Ex3 Théoréme de Cesaro

uptup+---+upg

Soit u € RN, On définit la suite v par : Vn € N*, v, =
n

1. Montrer que si u converge vers ¢ alors v converge aussi vers ¢ (théoréme de Cesaro). Qu’en est-il de la réciproque ?
Utiliser la défintion de convergence vers [. Pour la réciproque, ((—1)"),en peut servir de contre-exemple.

1 1 wot...+wpn

2. Ftudier la convergence de la suite u définie par : Vn € N* u, = - +—+ I +o 3 Un = - avec w, = ﬁ qui

tend vers O et I’on peut utiliser la question précédente

.. . Un
3. Montrer que si lim (u,+1 —u,) = £ alors lim — =/¢.
n—r—oo n—+oo n

Utiliser I’égalité : u, = ug +ZZ;(1)(M/<+1 —uy)

Ex4 Etudier la convergence des suites (u,), définies par :

2n% + (—1)" n*+cosn _ 3Vn+2y/n+n+n

= b = =

@ =gy O T e O T T e a2y

2" 4 100 In(n+1nn) e
(d) Up = 2n —”l99 (e) Up = 1n(2n+lnn) (f) Up = ninn

2n% — thn 1\" . 5
Q) up=—F—- M) u, =(1+- D up=vVn*—n—n

n-+e n
. n+1 sin(n 140"
(]) u, =nlny [/ —— &) upy1 = L O u, = ( )

n—1 n+1

a) Factoriser par n>  b) Factoriser par n®  ¢) Factoriser par 1/n = n2

d)Factoriser par 2"  In(2n4...) =In(n) +In(2+...) f)Formule : a” = ¢’

. 2 b _ bln(a) Iy 1
g) Factoriser par n~ h)a” =e puis In(1+ ) = nro(1)

1)Quantité conjuguée  j) n% In (1 + ”%l) puis In(1+u,) ~ u, a condition que...
k) sin(n) est bornée |1 +i| =2 > 1

Suites et inégalités

Ex5 Déterminer a I’aide d’encadrement la nature des suites (uy,), définies par :

2n+1 1 In(2 "ok
@ u, = Z ®) u, = w ©) u, = Z % En déduire que @ est dense dans R.
i—1 Vn?+k n =1 "
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1 i 1
2) ntl = n%+k = n
b) 1 <2+ cos(n) < 3 puis on passe au logarithme et on divise par n

c) kol < | kx < kx puis on passe a la somme et on divise par 1’
n2

puis on passe a la somme

Ex6 Approximation de 7

. . . 1 1 (=1
Soit (1), la suite défi VR EN Uy =1 — == e
oit (u,), la suite définie par : Vn € N, u 3+5+ +2n—|—1

1. Montrer que (u2,)n €t (u2n+1)n sont deux suites adjacentes. Conclure quant a la convergence de u.

1 1 T
2. En remarquant que Vk € IN, / 1**dt = ——, montrer que u converge vers — .
0 2k+1 4
Ex7 Irrationalité de ¢
n
1
Soient u et v les suites définies par : Vn € N, u,, = Z — et VneN' v, =u,+—.
= k! nln

1. Montrer que u et v convergent vers la méme limite.Suites adjacentes

2. On admet que lJirmu = e. Donner un encadrement de e puis en déduire que e ¢ Q.

Suites extraites

Ex8

1. Soit (ug(,)) une suite extraite de (u,). Montrer que toute suite extraite de (ug(,)) est extraite de (u,). Soit ¥ telle que v =
(”¢(\V(n)) Jnen alors ¢ oy est bien une fonction strictement croissante de IN vers N

2. Soit (uy) une suite réelle. Parmi les suites ci-dessous, trouver celles qui sont extraites d’une autre :

(u3n), (uen), (tan), (u3.2n), (uan), (ugns1)

Ex9 Montrer que si (u2,), (u2n+1) et (u3,) convergent alors (u,) converge. On notera [ et /" les limites des deux premigres suites.
La convergence de la troisieme siute prouvera que / = [ et permettra de conclure

Suites particulieres

Ex10 Soit (u,), une suite arithmétique vérifiant : u, = g et u, = p avec p # q. Que vaut u,, ?

21’1
Montrer que v est une suite géométrique, en déduire une expression explicite de u, puis la convergence de la suite u.
T s 1Y
Pourn € N, on av,+1 = u,cos <2,ﬁ> sin (—)

. . . 1 T E
Ex11 Soit u et v les suites définies par : Vn > 2, u, = Hcos <?) et v, = u,sin (—)
k=2
on+l1

etuy=1,v9 =3.

-1
Ex12 Soient u et v les deux suites réelles définies par : Vn € N, { Untl = %(u" +vn)
6

Y+l = (”n +5Vn)

1. Déterminer deux couples de réels (A,u) tels que Au + uv soit géométrique.

2. En déduire les expressions de u,, et v,, en fonction de n.

Ex13 FEtudier la suite complexe (x,), définie par :

1
xo=3 et VneN* x, = gxn_1—4

TD 11 2/4 Lycée Leconte de Lisle



TD 11 : Suites réelles et complexes MPSI

Suite arithmético géométrique

Ex14 Etudier la convergence de la suite u définie par uy > —2 et Vn € N, u, 11 = \/2+un.létudier la fonction x — /2 +x :
recherche d’intervalles stables, de points fixes, comparaison de f(x) avec x...

1+u Lo .
" Btudier la fonction x — x + =

Ex15 FEtudierla convergence de la suite u définie par ug € RetVan € N, u, 1 = u, + 12 1%
Up
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Ex16 Expliciter en fonction de n les suites réelles (u,) définies par :

1. upr1 =up+u,—1 et up=0,u; =1 (suite de Fibonacci)

2. Upy2 = Upy] — %un et up=2,u; =—1

3. upy1 = 2uy —2up—q et up = \ﬁ, u; =2 BC : X2 — X — 1 = 0 deux racines distinctes, u, = Ar] +Brj : on évalue A et B en
obtenant un systeme linéaire utilisant : A, B, ug et uj.
b)EC: X>—-X + % = 0 puis on évalue A et B
¢)ECX%2-2X+4+2=0

Suites complexes

Ex17 Soit a € C. Etudier la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (z,) définie par

1
=a et zn+1=§(2zn—5)

Recherche d’un point fixe d’une certaine fonction

Relations de comparaison

Ex18 Trouver un équivalent simple de la suite (u,), et déterminer sa limite :
1 . 1 2
(a) unzln(l—&—n—z) (b) u,,:sm(\/ﬁ) (©) un:tan(ﬁ)
(d) 1y = 1 —exp ( ) (©) uy =2""! (£) ttn = In(n)
o | (h) u, =In(n+1)—Inn (i)un:nsin(niz)
Dt =vVitl-vVn—1 (K up=nr—1 (l)u”:nln(Z—%)

(m) u, = (1+i)n+l M) u,=1In (cos%) o) u, = <1n](:(j;)l))"l

241
1

(&) u, =

14+n® In®*(n) +nP at*+n*
) up = 1 @y =TTy =

nﬁ nY nB
Ex19 On définit pour tout n € N*, § :ii u :ietv =S,—2vn
=Aa 2L p s ~Mn P} \/];’ n \/ﬁ n n .

1. Montrer que pour tout n € N*, 2¢/n+1-2< S, <+ /n++vn—1.

2. En déduire la nature des suites (S,), (u,), (v,) ainsi qu’un équivalent de S,,.

|
Ex20 Pour tout n € N, on pose u, = / X" sin(x) dx.
0

1. Montrer que u converge et préciser sa limite. Montrer que u est décroissante minorée. Pour la limite : on peut majorer u, par
fol x"dx puis utiliser le théoeme d’encadrement.

Primitiver x"

sin(1)

2. Montrer a I’aide d’une intégration par parties que u, ~
n—y+oo

Ex21 Pour tout n € N*, on pose f;,(x) = x° +nx — I sur R.
1. Montrer que pour tout n € IN*, il existe un unique réel u,, tel que f,(u,) = 0.TVI

2. Déterminer le signe de fy,11(x) — f,(x). En déduire que (u,) décroit. TVI sur ] — oo, u,| pour la fonction f;,1;

1
3. Montrer que 0 < u, < —. TVI pour f, sur Iintervalle [0, %] En déduire la limite de (u,).
n
4. Mont L oui _ ( )C 0 =0 t’ btient =1
. Montrer que M”n_?looﬁ puisqueu, = P +0 5 omme u, — 0 on a u, =0, (u,) et1’on obtient nu,, = 1 +o(uy,)
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