MPSI A rendre le 28/10/2024

Correction du DM n°2.

Exercice 1 : Corrigé en cours

Exercice 2
1
1. 2sh(x)+1=0<«= sh(x) = —5(*)

sh est continue et strictement croissante sur IR, ¢’est donc une bijection de R dans sh(R) = R, donc I’équation ()
admet une unique solution sur R.

2. Vx € R, ch?(x)+sh(x) =14 sh?(x)+sh(x) =1+ X +X> en posant X = sh(x).

A<Odonc 1+X+X2>0dou| VxeR, ch?(x)+sh(x)>0

3. f est dérivable sur R d’apres les théorémes généraux.
f'(x) = ch(x)e™ —1
f est dérivable sur R d’apres les théorémes généraux.
F"(x) = sh(x)e™® + ch?(x)e™ ™ = (sh(x)+ ch?(x))e™"™) > 0 d’apres la question précédente.

X —o0 0 ~+o0
f"(x) +

o/
f ~
1) - 0 +

4. Vx€R, f(x) >0donc| Vx€R,eM™>x+1 |

d’ot pour toutx € R, (™) > 1 —xd’on e "W > 1 —x.

, 1
Vxe€]0,1[,1—x€]0,1] donc "™ < .

_x‘

Conclusion : | Vxe]0,1[, 14+x <MW <

1
5. Vke€[n,np], s <

1 1
<—donc0<-<1
n k

1 —
N

1 1 k+1
On en déduit d’apres la question précédente, 1 4 % < e < 11 =1In (%)

() <ml)

d’ol en sommant les encadrements membre a membre on obtient

np k41 np k np np
1n<> <S, < ln() soit In(k4+1)—Ink<S, <) Ink—In(k—1
LR LDk << Lk ity

On a deux sommes télescopiques :
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6.

. On I’équivalence suivante {

In(np+1)—Inn < S, <In(np) —In(n—1) soit

1 1
lim 1n<anr ): lim ln(p-l—) — In(p)
n

n——+oo n n—y+oo

1 11
lim —1n(” ): lim —ln<f——):1n(p)
n——oo np n——4oo p np

lim S, =In(p)

n—y—+oo

D’apres le théoreme d’encadrement,

Exercice 3

A rendre le 28/10/2024

. Vx€ R, ch(x) > 1 donc| sch estdéfinie sur R I ch étant paire, on en déduit que | sch est paire I

. sch est dérivable sur R d’apres les théoremes généraux car ch # 0.

h
Vx € R, sch’(x) = _cshz((xx)) du signe de — sh (x) qui est du signe de —x.

X |—o0 0 +o0

|
scho/\o

. sch est continue et strictement décroissante sur [0, +oo[ donc sch est une bijection de [0, +eo[ dans

sch([0, 4-eo[) = ]0, 1]; donc sch admet une application réciproque de |0, 1] dans [0, 4.

. D’apres le théoreme de la bijection, Argsch est définie et continue sur |0, 1].

sch est strictement décroissante sur [0, +eo[ donc Argsch est strictement décroissante sur |0, 1].

y = sch (x) — { x = Argsch (y)

x>0 0<y<l1
_ X=e"2>1
1 1 e&+e™
Y 0,1 =sch(x) <= y= — — = = 1 2
ye] Y ]>y SC (x) y Ch(x) y 2 X+—:— (1)
X vy
2
(1) e=X>-=X+1=0
y
2
4 2/1—y? — /152 1—)2
@A:H:(y), x= VI gy x o 2EVI
y y y y

X1X> = 1 donc une seule solution est supérieure a 1 et X; < X, donc
1— 2 1— 2
y+V1-y? ﬁx:m(w vy)
y y

D’olty =sch(x) <= €' =

Conclusion :

/1 —2
Vy €]0,1], Argsch(y) =In (y-l—yy)
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