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Correction du DM n◦2.

Exercice 1 : Corrigé en cours

Exercice 2

1. 2sh(x)+1 = 0⇐⇒ sh(x) =−1
2
(∗).

sh est continue et strictement croissante sur R, c’est donc une bijection de R dans sh(R) = R, donc l’équation (∗)
admet une unique solution surR.

2. ∀x ∈R, ch 2(x)+ sh(x) = 1+ sh 2(x)+ sh(x) = 1+X +X2 en posant X = sh(x).

∆ < 0 donc 1+X +X2 > 0 d’où ∀x ∈R, ch 2(x)+ sh(x)> 0 .

3. f est dérivable surR d’après les théorèmes généraux.
f ′(x) = ch(x)esh(x)−1
f ′ est dérivable surR d’après les théorèmes généraux.
f ′′(x) = sh(x)esh(x)+ ch 2(x)esh(x) = (sh(x)+ ch 2(x))esh(x) > 0 d’après la question précédente.

x −∞ 0 +∞

f ′′(x) +

f ′ %
0 %

f ′(x) − 0 +

f %
0 %

4. ∀x ∈R, f (x)> 0 donc ∀x ∈R, esh(x) > x+1 .

d’où pour tout x ∈R, esh(−x) > 1− x d’où e−sh(x) > 1− x.

∀x ∈ ]0,1[ , 1− x ∈ ]0,1[ donc esh(x) 6
1

1− x
.

Conclusion : ∀x ∈ ]0,1[ , 1+ x 6 esh(x) 6
1

1− x

5. ∀k ∈[[ n,np ]],
1

np
6

1
k
6

1
n

donc 0 <
1
k
< 1

On en déduit d’après la question précédente, 1+
1
k
6 esh 1

k 6
1

1− 1
k

⇒ ln
Å

k+1
k

ã
6 sh

Å
1
k

ã
6 ln
Å

k
k−1

ã
d’où en sommant les encadrements membre à membre on obtient

np

∑
k=n

ln
Å

k+1
k

ã
6 Sn 6

np

∑
k=n

ln
Å

k
k−1

ã
soit

np

∑
k=n

ln(k+1)− lnk 6 Sn 6
np

∑
k=n

lnk− ln(k−1)

On a deux sommes télescopiques :
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ln(np+1)− lnn 6 Sn 6 ln(np)− ln(n−1) soit ∀n > 2, ln
Å

np+1
n

ã
6 Sn 6− ln

Å
n−1
np

ã
6. lim

n→+∞
ln
Å

np+1
n

ã
= lim

n→+∞
ln
Å

p+
1
n

ã
= ln(p)

lim
n→+∞

− ln
Å

n−1
np

ã
= lim

n→+∞
− ln
Å

1
p
− 1

np

ã
= ln(p)

D’après le théorème d’encadrement, lim
n→+∞

Sn = ln(p)

Exercice 3

1. ∀x ∈R, ch(x)> 1 donc sch est définie surR . ch étant paire, on en déduit que sch est paire .

2. sch est dérivable surR d’après les théorèmes généraux car ch 6= 0.

∀x ∈R, sch ’(x) =− sh(x)
ch 2(x)

du signe de −sh(x) qui est du signe de −x.

x −∞ 0 +∞

sch 0 %
1
& 0

3. sch est continue et strictement décroissante sur [0,+∞[ donc sch est une bijection de [0,+∞[ dans
sch([0,+∞[) = ]0,1]; donc sch admet une application réciproque de ]0,1] dans [0,+∞[.

4. D’après le théorème de la bijection, Argsch est définie et continue sur ]0,1].
sch est strictement décroissante sur [0,+∞[ donc Argsch est strictement décroissante sur ]0,1].

5. On l’équivalence suivante
ß

y = sch(x)
x > 0

⇐⇒
ß

x = Argsch(y)
0 < y 6 1

∀y ∈ ]0,1] , y = sch(x)⇐⇒ y =
1

ch(x)
⇐⇒ 1

y
=

ex + e−x

2
⇐⇒

 X = ex > 1

X +
1
X

=
2
y

(1)

(1)⇐⇒ X2− 2
y

X +1 = 0

⇐⇒ ∆ =
4
y2 −4 =

Ç
2
√

1− y2

y

å2

, X =
y−

√
1− y2

y
= X1 ou X =

y+
√

1− y2

y
= X2

X1X2 = 1 donc une seule solution est supérieure à 1 et X1 6 X2 donc X1 < 1 < X2

D’où y = sch(x)⇐⇒ ex =
y+

√
1− y2

y
⇐⇒ x = ln

Ç
y+

√
1− y2

y

å
.

Conclusion : ∀y ∈ ]0,1] , Argsch(y) = ln

Ç
y+

√
1− y2

y

å
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