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Soit x € R. ch(x) = 5=, sh(x) = €5 et th est déinie sur R, et pour tout réel x on a th(x) = 5%

2.

Correction du DS n°2.
durée : 4 heures

Cours

—X x —x

et te "

Exercice 1 : application directe du cours

=7 (1420 L
=7 I Vi @ZE{\Gﬁe’<l+gk) , kE[[O;Sﬂ}:el6U6
6arg(z) = n[27]
z=17
Soit r = |z| et © un argument de z. Alors cela équivaut a
370 _ i o rl = - r6(r—1):0 - r6(r—1):0 o r=0oul
70 = —6[2n] 80 = 0[] 86 = 0[] 0=0[Z]

On conclut alors

S ={0}JUs

i+t H1+i=0

On commence par poser u = z* , et I'équation devient iu> +iu+1+4i =0 . Son discriminant est A = —1 — 4i(1 +i) =
3—4i.

On cherche une racine carrée 8 de A en posant 8 = a +ib , en utilisant 8 = A

et [8|> = |A| =5, et on trouve qu’une des deux racines est 8 =2 —i . Les racines de I’équation iu” + iu+ 1 = 0 sont
donc les complexes u; = _1_2712“ =ietuy = %12_’ =—1—i

Reste a résoudre les équations 2 =u; et 2* = uy . Pour cela, on pose z = re’ et on remarque que u; = ™2

uy = /264 Onen déduit z* = ™2 — 7= ™8HT/2 p—0 .. 3;
Z4:\56,1'5‘[:/4 — Z:21/Sei5ﬂ:/l6+kﬂ:/2, kZO,,3

et que

On pose X = €%, I’équation X 2 _ X — 6 =0 admet deux solutions car A= 1 +4 x 6 = 5% > 0, ces deux solutions sont
153 pour la valeur —2, il est impossible que e* prenne cette valeur. Pour la valeur 3, on e° = 3 ssi x = In(3) donc

15
S ={In(3)}

. Cette équation n’a de sens que si x> — 1 > Oi.e. |x| > letsi2x—1>0ie. x> %, donc au final, seulement pour x > 1.

Pour x €]1; 400, I’équation est vérifiée ssi In(2(x> — 1)) = In(2x — 1) ssi (en appliquant I’exponentielle) 2x~2 = 2x — 1
donc ssi 2x2 — 2x — 1 = 0 cela reviendrait donc 2 x = 1 4+ /3, mais la valeur 1 — /3 est en dehors de I’intervalle de
résolution. La seule solution est donc 1+ /3.

S={1+V3}

x — 4] = [2x+ 1| On distingue trois intervalles : I; =] —eo;—1];5, = |1, 4] ;I3 = ]4, 4o Sur I; on résout —x+4 =
—2x— 1< x=—5o0r —5 €I c’est donc bien une solution. Sur /, onrésout —x+4=2x+1< -3x=-3<x=1€bh
donc c’est une solution et sur /3 on résout x —4 = 2x+ 1 < —x =5 < x = —5 ¢ I3 donc il ne s’agit pas d’une solution.
Conclusion

S={-51}

Cette expression est définie ssi (3 —x >0etx—1>0etx#2) c’est-a-dire ssi | < x < 3 et x # 2 donc le domaine de
définition est [1,2[U]2;3]
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8. Le domame de défintion est R qui est symétrique par rapport a 0 et Vx € R, Vo +1) = _‘i:lﬁfzez,‘. = = :;)X o =

i + e donc cette fonction est paire

Exercice 2
yus oI T[T oI
1. (E) est définie ssi 2x # 5 [m] et x # 5 [] ssix # 1 [E] etx # 5 7]
2t
(E) <= % = 3tanx < 2tanx — 3tanx(1 —tan’x) = 0 <= tanx(3tan’x — 1) = 0
—tan’x
1 1
<=tanx=0 ou tanx=-— ou tanx=-—
V3 V3
s T
<x=0[n] ou x=—[n] ou x=-——|[7
6 6
Toutes les valeurs trouvées sont bien dans I’ensemble de définition
. T I
Conclusion : | (E) <= x=0[n] ou x= 3 [f] ou x= 6 7]
1 3 1 L L 1
2. (I) <= cosx—V3sinx > —1 <= 5 008X — \Zfsinx > -5 cosgcosx—singsinx >—3
T 1 2n T 2% T
<> cos (x—|—§) > ) — dkeZ, —?+2kn<x+§ < ?+2kn<:> dkeZ, —n+2kn<x< §+2kn
b1
Sur [0,27], | (1) <= x € [o, 2 [u]n,zn]
Exercice 3
1. zestune racine n-eéme de 'unité si 2" = 1 qui équivauta Ik €[0,n—1],z=w =¢ s
1 Nz 1

— = 00_ =W, = == V.

~ k h—k — O et k_gomk 0

n—1 2kT n—1
2.Zc0s< > ZRe[e n}:Re Z(Dk.

k=0 k=0

On en déduit, d’apres la question précédente, que
3. Zsm( ) Zlm[ } Im [Ze n}.

T -k n—1 .\ k 1— €ni% 2 2¢ ' ie '
—E]O,n[donce’?;éld’oﬁ e'n = en) = — = — = = —
n k;o ,;)( ) 1—ein  oite (e*’ﬂ —elﬂ) —2isin(2£)  sin(3%)

n—1
k
donc Zsm( n)

k=
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v © nl n—1
4A=Ylo—1F =Y o-D@-1)=}(1-2Re(0)+1) =} (2—zcos(2k7n))
k=0

1.

2.

)y

(a)

(b)

(a)

k=0 k=0 k=0

n—l_ n—1
2k
= 2—22005(71:) donc.
k=0 k=0 n

— =0

: kn> = (kn) kn
T =2Y sin( = o .
sm( - ‘ sin | — car — €]0,x|

k=0

T
B =2cot (7)
cotan 2n

Exercice 4

I+i () (—i+V3) | 14i _\@+1+.\/§—1'

soit

= = i
i++/3 4 i+V3 4 4
1 i
Deplus,1+i:ﬁ<+>
V2 V2
cosf = - P i
On cherche 8 € [0,2n] tel que 9—\1/5 OnprendO:Zdoncl—i—i:\/EeT
7
3
Deméme,i+\ﬁ:2(\2[+2>
coso =3
On cherche a € [0,27| tel que o 12 On prend o = — donc i ++/3 = 2e’
sinot = 5
. 2
L L4 2ed | 1+i 1 &
D’ou = — s0it = e¢n2

i+V3  2e% i+V3 V2

Onendedultalorsqueicos<n) V3+1 ! in(“) \@—1‘
V2 12

cos(ﬁ> V6t V2 et sin<n)—”

12 4 - 4

Soit
oi 2

Sionposea:\@—kletb:\@—lalors Va2 +b2 =8 =2V2

E V3+1 \/5 1. V3-1
6—+2 . .
; osx+——— 8 2—78<:>cos(1nz7>cosx+sm<1n2)smx:—7$1n(1752>
<:>cos( ——) ( )zcos(%){z}x—%—l—gp] ou x—%z—%[mﬁ]

e Résolutionde (E) su R :

2n
Conclusion : | (E) <= x = 3 2n] ou x= —g [2m]
e Résolution de (E) su [0,2n][ :
2 3
(E) <= x= ?n ou x= ;

T
Aucun réel de la forme x = m+ 2kn (k € Z) n’est solution de (E), donc g Z 5 [m] et 7 = tan (g) est donc bien

définie.
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1—-12 , 2t
(b) Orcos(x) = e et sin(x) = e
(E) = (V1) 8 L (VAo 1)-2 Vi 1—0
1412 1+12 N

= (V3+1)(1-2)+2(V3-1)+(V3=1D(1+) =02+ (1-3)—V3=0

A=(1-V3)?+4/3=2V3+4=(V3+1)?
t_\ﬁflf(\/ﬁl): o = V3TLE(EED 7

2 2
(c) (E)(z)tan(%) :—lztan(—g> ou tan(%) :\@:tan<§)
= = Tm o I=Tpm
2 4 2 3
2
Conclusion : (E)@xz?n[%t] ou xz—g[%t]
Exercice 5

Soit o € R*. ict est solution de (E) ssi (i) + (1 — 6i)(iot)? — (13 +3i)io+ 12i = 0

{ —o?+30=0 (1)
—o}+602—1300+12=0 (2)

(1) <= o= 0 ou o = 3. En reportant dans (2), 3 est bien solution de (2).

Donc est la solution imaginaire pure de (E).

(z—3i)(az® +bz+c) =22+ (1 —6i)z% — (134 3i)z+ 12i
<= az’ + (b—3ia)z? + (¢ — 3ib)z — 3ic = 22 + (1 — 6i) 22 — (13 + 3i)z + 12i

= (—0?+3a) +i(—a’ + 607 — 130+ 12) = 0 <=

a=1 a—1

— b=3ia=1-6i —{ b=1-3i
¢~ 3ib=—(13+3i) L
—3ic=12i

Donc| (E) <= (z—3i)(z>+(1-3i)z—4)=0

(E) <= (z-3)(Z+(1-3))z—4)=0<=27=3i ou Z2+(1-3i)z—4=0

¥ —y*=38 ¥ =9
A=(1-3)+16=8—6i= (x+iy)> <= ¥ +y>*=/84(-62=10 <= y’=1
2xy = —6 xy=-3

On choisit donc x =3 ety = —1s0it A= (3—i)2. Dot 22+ (1 —3i)z—4=0<=z=—2+2iouz=1+i

Conclusion : (E) admet deux autres solutions | z;=—-2+2i et z=1+i I

, . B —
MoMM3M, est un parallélogramme (non croisé) ssi MMy = M3M) <= 20— 21 =22 — 23

—z3=2—20+z1=—1ldonc| z3=-1
MM, = |z1 — 20| = | -2 —i| = V5 et MsM, = |75 — 23| = |2+ i| = /5 = MyM, donc MoM{M3M, est un losange.
De plus, MoM3 = |z3 — 20| = |—1—3i| = V10 et M\M, = |z —z1| = |3 —i| = V10 = MyM3 donc les diagonales de

sont de méme longueur c’est donc un carré.

Exercice 6
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1. Les ®* sont les racines cinquiemes de 1’unité donc Ay,A1,A;,A3 et A4 sont les sommets d’un pentagone régulier inscrit
dans le cercle trigonométrique.
4 4 -
Leur somme est nulle, car Z e = Z of=—"=0.
=0 k=0 -0

4
— =
On a alors Z OAj = 0 donc O est I’isobarycentre du pentagone.
k=0

2. 04 B =o+o*+o’+ o’ = -0’ dapres la question précédente donc

af = (0+0*)(0* +0°) = 0® + 0* + 0° + 0’ = 0® + 0* + 0+ ©* car 0" = ©* car o € Us, soit

Donc o et B sont les solutions de 1’équation

—1-—+/5 -1 5
3. A =5 donc les solutions sontzl—/<0etz2—+\[>0.
4 -1 _ 2n
Ora=0+0"=0+0  =o0+0=2Re(®)=2cos =
— 4n
etB:m2+m3:032+c0’2:0)2+m2:2Re(w2):2cos(?>

2T 4m . L. 47 21
Comme 0 < — < — < met que cos est strictement décroissante sur [0, ], on a cos 5 < €os 5 etdonc B < a,

5 5
cos (zl) _ VS COS(‘L") _—1-V5
5/ 4 5/ 4

soitaa =z et p=z;. D’ol,

4. (a) Comme le pentagone est centré en O et symétrique par rapport a (Ox), le triangle OAA4 est isocele en O et

4
0o+t o
(OH) L (A1A4). Donc H est le pied de la hauteur issue de O c’est donc le milieu de [A1A4] d’oli zy = —; =3

— 2
soit| OH = cos (?n)

1 1l V5 1 1 V5 1 V5
M — | =17 — = — — _ = — _= — —
(b) M(z) € (C)N(0x) — z+2' 1+2’ 2 etz—l—2€R(:>z+2 5 ouzt o >
V5-1 /51
= z= 2 >Oouz:?<0

5-1 —v/5-1 p— —
Donc:zM:\[2 etzN:\fzsoit OM =a.|et|ON = |

0+z 5—-1 2 -
+22M = \[4 = cos <57t> =z donc ’ H est le milieu de [OM] ‘

Le milieu de [OM] a pour affixe

5. Pour construire a la régle et au compas le pentagone régulier, connaissant A et O, il suffit de construire le point H qui
permettra de placer le point A;.
e On construit tout d’abord le cercle de centre O et de rayon OA ainsi que la droite (OAp). On en déduit le point B et
le point Aj,, diamétralement opposé a A.
e On construit alors la médiatrice de [OA)] qui donne le point Q. On peut alors tracer le cercle (C) et on obtient le point
M. 11 suffit alors de reporter au compas la longueur OM pour placer H.
e On construit alors au compas la parallele passant par H a (Oy) en créant un rectangle ayant [OH| pour c6té. On en
déduit alors par intersection les points A; et Ag.
e Les points A, et A3 s’obtiennent en reportant au compas la longeur de la corde [ApA ] sur le cercle trigonométrique.
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