Semaine 21 : du 18 au 22 Mars MPSI
A L] L]
Colle 21 : polynOmes et fractions rationnelles
Résultats et preuves a connaitre
,—[Proposition 1 Relations coefficients-racines (cas général)} N
n
Soit P = Z X" un polyndme complexe de degré n ayant pour racines O, . .. 0l,.
k=0
Onpose Vk €[ 1,n], o = Z 0, ... 0. Alors
1<i1<~~~<ik<n
P=ay(X" X" 4+ 0oX" 24t (—1)0,) et o= (—1)KLk
an

,—[Proposition 2 Propriété} \

V(i,j) €[ L,n ]]2, Li(xj) =0;j: L; admet xy,...,X;i_1,Xi41,...,X, COMme racines mais pas x;.
,—[Proposition 3 Théoreme (Polyndme d’interpolation de Lagrange de degré minimal)] <

On peut utiliser sans démonstration le résultat précédent Si xp,...,x, sont des éléments distincts de K et

Y1,---,yn des éléments de KK alors il existe un unique P € K, [X] qui vérifie

\V/lg[[ 1,]1]],P(X,') =i

n
Il s’agitde P = ZyiLi.
i=1

\.

J

,—[Proposition 4 Théoreme (Décomposition en éléments simples dans C(X))Sans démonstration]—

k=1
polyndme E et une unique famille de complexes (b ;) 1<k<n, 1< j<m, telle que

n
F= E+ZZX o)
111 k)

n
SiFeC(X),onaQ= H(X — oy )™ ot les oy, sont les pdles de F' d’ordre my. Alors il existe un unique

Proposition 5 Pole simple}
Soit a un pole simple de F.

La partie polaire relative a a est

\.

,—[Proposition 6 }

Soit a un pole simple de F =

S

La partie polaire relative a a est
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,—[Proposition 7 Théoréeme de décomposition en éléments simples dans R (X )Sans démonstrationj—

q r
SiFeR(X),onaQ=]](X—a)™ IT(X2 + BxX +vk)"™ ou les o sont les poles réels de F d’ordre my, et
= k=1
B,% — 4y, < 0. Alors il existe un unique polyndme E et une unique famille de complexes (b ) 1<k<n, 1< j<m, telle
que

T & bij—i—ij
F=FE -
+Z’1]Z1 X— OCk ;;(Xz‘*’BkX‘FYk)J

,—{Déﬁnition 1 Notation o et O (seule question sur le chapitre "Analyse asymptotique")} \
Donner les définitions de f/(x) = O(g(x)) et f(x) = o(g(x)). Montrer que la deuxieéme proposition implique
X—a X—a

la premiere et donner un exemple ou la premiere est vérifiée mais pas la deuxieme.

A savoir faire

L] Tous les exercices sur les polyndomes
[J Décomposer une fraction en éléments simples :

[J Commencer par diviser le numérateur et le dénominateur par leur PGCD s’ils ne sont pas premiers entre eux.
Faire la division euclidienne de P par Q pour identifier parties entieres et polaires.

L] Déterminer les poles et leurs ordres.
Donner la forme de la décomposition en éléments simples en laissant des coefficients indéterminés.

Réduire le nombre de coefficients en exploitant les propriétés remarquables (parité, effet de la conjugaison,
limite de xF (x) en +-oo...).

L1 Appliquer la méthode de multiplication-évaluation (de préférence si Q est sous forme factorisée) ou la
méthode "P(a)/Q'(a)" s’il s’agit d’un pdle simple et que Q n’est pas sous forme factorisée.

O Déduire d’une décomposition en éléments simple de F sur C(X) une décomposition en éléments simples de
F sur R(X).
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Ce qu’en dit le programme

Polynomes et fractions rationnelles

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

f) Polynomes irréductibles de C[X] et R[X]

Théoreme de d’ Alembert-Gauss.
Polynomes irréductibles de C[X]. Théoréme de décom-
position en facteurs irréductibles dans C[X].

Polyndmes irréductibles de R[X]. Théoréme de décom-
position en facteurs irréductibles dans R[X].

La démonstration est hors programme.

Caractérisation de la divisibilité dans C[X] a I’aide des
racines et des multiplicités.

Deux polynémes de C[X] sont premiers entre eux si et
seulement s’ils n’ont pas de racine commune.
Factorisation de X" — 1 dans C[X].

Deux racines complexes conjuguées d’un polyndme
de R[X] ont méme multiplicité.

g) Formule d’interpolation de Lagrange

Si x1,...,x, sont des éléments distincts de K et
V1s---,yn des éléments de K, il existe un unique
polynéme P € K,_;[X] tel que P(x;) = y; pour tout
i.

Expression de P.
Description des polynémes Q tels que Q(x;) = y; pour
tout i.

h) Fractions rationnelles

Corps K(X).

Forme irréductible d’une fraction rationnelle. Fonction
rationnelle.

Degré, partie enticre, z€ros et pdles, multiplicités.

La construction de IK(X) est hors programme.

i) Décomposition en éléments simples sur C et sur R

Existence et unicité de la décomposition en éléments
simples sur € et sur R.

Si A est un pole simple, coefficient de

1
X—A
/

Décomposition en éléments simples de 7

La démonstration est hors programme. Toute technicité
dans les exemples est exclue.
Application au calcul de primitives, de dérivées k-iemes.
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